
ПОЛЗУНОВСКИЙ ВЕСТНИК № 2 2006 270 

ПОВЫШЕНИЕ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ ПЛАНОВО-
ПРЕДУПРЕДИТЕЛЬНОГО РЕМОНТА ЭЛЕКТРООБОРУДОВАНИЯ 

В СЕЛЬСКОМ ХОЗЯЙСТВЕ 
 

С.О. Хомутов, В.А. Рыбаков 
 

Авторами предлагается математический аппарат планирования расхода денежных 
средств в зависимости от их объемов и сроков выделения, при котором суммарные периоды 
ожидания ремонта электрооборудования будут минимальными. Это полностью решает за-
дачу минимизации убытков, вызванных простоем оборудования вследствие выхода его из 
строя. 

 
Как известно, необходимым условием 

безубыточной работы и выживания в рыноч-
ных условиях любого предприятия является 
минимизация всех производственных издер-
жек, которой можно достичь только полным 
анализом всех элементов бизнес-процесса, 
процессов обеспечения и менеджмента, а 
также взаимосвязей между ними. 

В свете вышесказанного, среди элемен-
тов процесса обеспечения бизнес-процесса 
предприятий России и стран СНГ особое ме-
сто занимает система планово-
предупредительного ремонта (ППР) электро-
оборудования (ЭО). Однако сложившаяся на 
сегодняшний день тяжелая экономическая 
ситуация на промышленных и, особенно, 
сельскохозяйственных предприятиях ограни-
чивает возможность применения данной сис-
темы ремонта ЭО. 

В агропромышленном комплексе на-
званная ситуация особенно усугубляется 
следующими факторами: 

– высокая изношенность основных про-
изводственных фондов электрооборудова-
ния; 

– отсутствие собственной ремонтной 
базы; 

– недостаток или отсутствие современ-
ных средств автоматического защитного от-
ключения электрооборудования; 

– низкий уровень культуры обслужива-
ния. 

Практикой становится проведение ре-
монта электродвигателей (ЭД), являющихся 
наиболее распространенным в сельском хо-
зяйстве типом ЭО, только после выхода их из 
строя. При этом процесс планирования ре-
монтных работ при подобном подходе недос-
таточен, а денежные средства на ремонт вы-
деляются спонтанно, без учета необходимо-
сти текущего и планового обслуживания все-
го фонда установленного электрооборудова-
ния. При этом не учитывается, что парк элек-
тродвигателей – это взаимосвязанная систе-

ма, в которой изменение параметров одного 
из ее элементов приводит к изменению па-
раметров системы в целом. 

Таким образом, парк электродвигателей 
некоторого хозяйства может быть представ-
лен в виде системы, эффективность работы 
которой определяется фактом ее существо-
вания и установленными показателями на-
дежности при ограниченном объеме выде-
ленных на нее средств. Элементами данной 
системы являются объекты (электродвигате-
ли), имеющие ряд изменяемых под воздейст-
вием внешних факторов свойств. В рамках 
рассматриваемого вопроса необходимо вы-
делить следующие свойства объекта [5]: 

– работоспособность на текущий мо-
мент времени, которая имеет два состояния – 
готов к работе (исправен) или не готов к ра-
боте (неисправен); 

– техническое состояние, которое явля-
ется одним из показателей надежности уст-
ройства, выраженным в численном виде (в 
данном случае – вероятность безотказной 
работы). 

Каждому свойству объекта при решении 
реальной задачи минимизации всех произ-
водственных издержек соответствует некото-
рое значение этого свойства. Было бы непра-
вильным рассматривать значение каждого 
объекта в отдельности, так как основное пра-
вило теории систем и системного анализа 
утверждает, что все элементы системы  и все 
операции в ней должны рассматриваться 
только как одно целое. Плачевный опыт по-
пыток решения системных вопросов с игно-
рированием этого принципа достаточно хо-
рошо изучен. Локальные решения, учет не-
достаточного числа факторов, локальная оп-
тимизация – на уровне отдельных элементов, 
почти всегда приводили к неэффективному в 
целом, а иногда и опасному по последствиям, 
результату. 

К сожалению, на большинстве агропро-
мышленных предприятий можно наблюдать 
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именно такую ситуацию. Ремонт оборудова-
ния по факту выхода его из строя без анали-
за влияния данного мероприятия на другое 
электрооборудование является как раз игно-
рированием основного принципа системного 
анализа. 

Опишем простейшую ситуацию, возник-
новение которой возможно при существую-
щем «бессистемном» подходе к ремонтным 
мероприятиям. Пусть имеется некоторая сис-
тема из трех несвязанных элементов, каждый 
из которых выполняет свой объем работ. 
Причем степень ответственности (т.е. вели-
чина убытков, вызванных выходом его из 
строя) для каждого элемента различна. Вне-
запно из строя выходит элемент номер один, 
и, соответственно, восстанавливается с по-
мощью внутренних возможностей системы. 
Через некоторый промежуток времени из 
строя выходит элемент номер три, степень 
ответственности которого выше, но внутрен-
них возможностей системы для его восста-
новления уже не хватает. Возникает необхо-
димость привлечения дополнительных внеш-
них ресурсов или в системе возникнут убыт-
ки, большие, чем при простое элемента но-
мер один в течение продолжительного вре-
мени. Данные убытки неотвратимо приведут к 
снижению «живучести» системы. Ответ на 
вопрос о необходимости ремонта первого 
элемента может дать только полный систем-
ный анализ всех параметров, влияющих на 
«живучесть» системы в целом. 

Для проведения подобного анализа не-
обходимо создание математического аппара-
та, позволяющего ответить на вопросы об 
оптимальных сроках и качестве ремонта каж-
дого электродвигателя. Поскольку время без-
отказной работы любого оборудования и эф-
фективность его ремонта можно оценить 
только приближенно, то для создания наибо-
лее работоспособной модели необходимо 
использовать методы теории вероятностей и 
математической статистики. Эффективным 
для данного случая является применение 
раздела данной теории, посвященного ана-
лизу графов состояний. Так, процесс экс-
плуатации электрооборудования любого аг-
ропромышленного предприятия можно рас-
смотреть как марковский процесс «гибели и 
размножения» с непрерывным временем [2]. 

На первом этапе исследования необхо-
димо получить предельные зависимости ве-
роятностей состояния каждого из двигателей 
от времени. 

Рассмотрим электродвигатель, который 
может находиться в одном из двух состояний:  

S1 – двигатель исправен (работает); 
S2 – двигатель неисправен (находится в ре-
монте или ожидает замены на аналог). 

Как показано на рис. 1, на электродвига-
тель, находящийся в состоянии S1, действует 
поток отказов с интенсивностью )(tλ , пере-
водящий двигатель в состояние S2. На элек-
тродвигатель, находящийся в состоянии S2, 
действует поток восстановлений с интенсив-
ностью )(tµ , причем оба потока – пуассо-
новские и независимые. Уравнения Колмого-
рова для данной системы имеют следующий 
вид: 

)()()()(/)(
)()()()(/)(
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где )(1 tp и )(2 tp  – вероятности нахождения 
двигателя в состояниях S1 и S2 соответствен-
но. 

 
 
 

 
 
 
Рисунок 1 – Возможные состояния электродвига-

теля 
 
Так как в начальный момент времени 

двигатель исправен, то 1)0(1 =p . Тогда нор-
мировочное условие запишется следующим 
образом: 1)()( 21 =+ tptp , откуда 

)(1)( 12 tptp −= .                    (2) 
Подставив выражение (2) в первое урав-

нение системы (1) и отбросив второе, полу-
чим одно дифференциальное уравнение с 
одной неизвестной функцией )(1 tp : 

)()()()](1[/)( 111 ttpttpdttdp λµ −−=  
или 

)()()]()([/)( 11 ttpttdttdp µλµ =++ .   (3) 
Решив данное линейное дифференци-

альное уравнение с переменными коэффи-
циентами при начальном условии 1)0(1 =p , 
получим следующую формулу: 
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Вычисление )(1 tp  при произвольных 
зависимостях )(tµ  и )(tλ  достаточно трудо-
емко. Однако непосредственное использова-
ние численных методов решения уравнения 
(3) на ЭВМ оказывается более простым и ме-
нее трудоемким (особенно с учетом большого 
количества имеющегося на сегодняшний 
день соответствующего программного обес-
печения и высокой производительности со-
временных ЭВМ) [8]. 

В том случае, если финансовое положе-
ние хозяйства стабильно, и средства на ре-
монт выделяются равномерно, а качество 
ремонта не зависит от времени (ремонт про-
изводится на одном и том же предприятии), 
то можно рассмотреть ситуацию, когда ин-
тенсивности )(tµ  и )(tλ  не зависят от вре-
мени: 

consttconstt ==== λλµµ )(,)( .     (5) 
Как уже отмечалось, отыскание вероят-

ности нахождения двигателя в состоянии S1 
по формуле (4) оказывается трудоемким, то-
гда как решение линейного дифференциаль-
ного уравнения (3) при µµ =)(t , λλ =)(t  и 

начальном условии 1)0(1 =p : 

µµλ =++ )()(/)( 11 tpdttdp  
позволяет получить искомый результат и 
имеет следующий вид: 

tetp )(
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откуда 
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Графики зависимостей )(1 tp  и )(2 tp  
( λµ > ) показаны на рисунке 2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2 – Стационарный режим состояний элек-
тродвигателя 

 

При ∞→t  в системе устанавливается 
стационарный режим, для которого вероятно-
сти 21, pp  уже не зависят от времени и рав-
ны: 
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В стационарном режиме электродвига-
тель будет менять свое состояние, переходя 
из S1 в S2 и обратно, но вероятности этих со-
стояний уже не зависят от времени. Их можно 
истолковать, как среднее  относительное 
время пребывания электродвигателя в соот-
ветствующих состояниях S1 и S2. 

Зная распределение (8), а также вели-
чины прибыли и убытков за каждый день ра-
боты или простоя электродвигателя, можно 
найти объем прибыли, приносимой каждым 
двигателям за некоторый период: 

µλ
λ

µλ
µ

+
−

+
=−= BABpApP 21 ,  (9) 

где  Р – общая прибыль, руб./период; 
А – прибыль, приносимая исправным 

двигателем, руб./период; 
В – убытки от каждого неисправного дви-

гателя, руб./период. 
Однако средства, затраченные на ре-

монт электродвигателя, напрямую зависят от 
интенсивности потока его восстановления µ . 
Данную зависимость можно описать выраже-
нием С(µ ), отыскание вида которой будет 
произведено далее. 

Таким образом, для того, чтобы форму-
ла (9) была полностью верна, необходимо 
записать ее следующим образом: 

)(µ
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λ
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+
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Как известно, при планировании нового 
финансового периода определяется объем 
денежных средств, выделяемых на обслужи-
вание парка электрооборудования. Интен-
сивность потока восстановления электродви-
гателя является прямой зависимостью от 
объема выделенных на его ремонт средств, 
и, соответственно, в течение данного перио-
да меняться не будет. Интенсивность потока 
отказов может зависеть от времени только в 
том случае, если в течение текущего периода 
меняются внешние условия работы электро-
двигателя [5]. В большинстве случаев они 
постоянны на протяжении всего срока служ-
бы оборудования. Исключением является 
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подключение исправного двигателя к другому 
типу нагрузки, что в условиях сельского хо-
зяйства маловероятно. Отсюда следует, что в 
условиях сельскохозяйственного производст-
ва можно принять constconst == λµ , , а 
выражение (10) является адекватным и мо-
жет быть использовано при практических 
расчетах. 

В рамках второго этапа рассмотрим про-
цесс эксплуатации на типичном для России и 
стран СНГ сельскохозяйственном предпри-
ятии ряда однотипных электродвигателей. 
Интенсивность капитального ремонта или 
поступления новых машин в хозяйство равна 

)(tλ . Каждый поступивший электродвигатель 
имеет время эксплуатации Т, по прошествии 
которого списывается или отправляется на 
капитальный ремонт. Время Т распределено 
по показательному закону с параметром µ . 
Найдем одномерный закон распределения 
случайного процесса X(t) – числа электродви-
гателей заданного типа, находящихся в экс-
плуатации на момент времени t. Максималь-
ное число электродвигателей равно n. 

В данном случае имеет место процесс 
«гибели и размножения» с ограниченным 
числом состояний, размеченный граф которо-
го представлен на рисунке 3 [2]. 
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Рисунок 3 – Процесс гибели и размножения X(t) 
 

В свою очередь, система уравнений 
Колмогорова для размеченного графа, изо-
браженного на рисунке 3, имеет вид: 
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Система (11) может быть решена при 
следующих начальных условиях: 

),...,2,1(0)0(,1)0( kiipp ik ≠=== , 
где k – начальное количество электродвига-
телей в данном хозяйстве. 

Кроме того, необходимо учитывать нор-

мировочное условие: ∑
=

=
n

i
ip

1
1)0( . 

Отыскание решения системы (11) в об-
щем виде при произвольной функции )(tλ  

представляет значительные трудности и не 
имеет практических приложений. Для на-
стоящей задачи необходимо знать характе-
ристики процесса X(t): математическое ожи-
дание М[X(t)] и дисперсию D[X(t)], а одномер-
ный закон распределения является промежу-
точным звеном в подобном исследовании [2]. 

Если принять интенсивность потоков вы-
ходов из строя и восстановления постоянны-
ми, то появляется возможность сравнительно 
легкого непосредственного вычисления ха-
рактеристик процесса. При данных допуще-
ниях и конечном числе состояний n+1 будет 
иметь место стационарный режим. Это выте-
кает из того, что множество W всех состояний 
процесса выхода из строя и восстановления 
(гибели и размножения) является эргодиче-
ским [3]. Следовательно, система S с конеч-
ным числом состояний n+1, в которой проте-
кает процесс гибели и размножения, являет-
ся простейшей эргодической системой, граф 
состояний которой представлен на рис. 4. 
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Рисунок 4 – Размеченный граф состояний для простейшей эргодической системы с конечным числом 
состояний 

 
Предельные вероятности состояний для 

простейшего эргодического процесса «гибели 
и размножения», находящегося в стационар-

ном режиме, могут быть найдены из системы 
уравнений (12), в которой все интенсивности 
потоков взяты постоянными, а все производ-
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ные вероятностей состояний приняты равны-
ми нулю: 
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Тогда из первого уравнения: 

1100 pp µλ = . 
Из второго уравнения: 

0011122 )( ppp λµλµ −+= , 

но, 1100 pp µλ = , следовательно, 

.)( 111111122 pppp λµµλµ =−+=  

Далее 1122233 )( ppp λµλµ −+=  

но, 2211 pp µλ = , откуда, 

222222233 )( pppp λµµλµ =−+=  
и т.д. Проводя такую рекуррентную процеду-
ру, можно доказать, что 

).1,...,2,1(11 −== −− nipp iiii λµ (14) 

подставляя равенство (14) в любое уравне-
ние системы (13), можно убедиться в его 
справедливости. 

Равенство (14) можно сформулировать в 
виде правила: для простейшей схемы выхода 
из строя и восстановления, находящейся в 
стационарном режиме, значения переходных 
вероятностей между двумя соседними со-
стояниями равны. 

Из равенства (14) получаем: 
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Таким образом, любую предельную ве-
роятность можно выразить через предельную 
вероятность 0p . Вероятность 0p  можно най-
ти из нормировочного условия 
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Формулы (14) и (16) дают возможность 
вычислить предельные вероятности состоя-
ний простейшего процесса выхода из строя и 
восстановления, находящегося в стационар-
ном режиме при конечном числе состояний. 

Так как в хозяйстве не может находиться 
более n электродвигателей данного типа, то: 
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где .)..,1,0(!/),( == − kkeaakP ak  - подчи-
няется распределению Пуассона: 
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В теории массового обслуживания рас-
пределение вида (17) называется усеченным 
законом Пуассона [2]. Этот закон зависит от 
двух параметров α  и n . Таким образом, 
число электродвигателей, находящихся в 
эксплуатации в стационарном режиме, при 
условии, что их общее число не может быть 
больше n , распределено по усеченному за-
кону Пуассона с параметрами α  и n , где 
параметр α  равен отношению интенсивно-
сти потока ремонта электродвигателей в хо-
зяйстве λ  к интенсивности потока выхода из 
строя каждого электродвигателя µ . 
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Далее можно найти математическое 
ожидание числа эксплуатируемых электро-
двигателей в стационарном режиме: 
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Из формулы (18), в частности, следует 
формула (19): 

∑ ∑
= =

−==
n

i

n

i

anaRaiPaiiP
0 1

.),1(),(),( (19) 

(n = 1, 2, …).  
Для вычисления дисперсии числа экс-

плуатируемых машин найдем второй началь-
ный момент: 
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Можно заметить, что при ∞→n  
atXDtXM == )]([)]([ , так как 

.1),(lim =
∞→

aR
k

 

Таким образом, зависимости (18-20) по-
зволяют вычислять среднее количество и 

дисперсию числа эксплуатируемых электро-
двигателей при известных постоянных интен-
сивностях процессов выхода из строя и вос-
становления. 

Как было сказано выше, на группу элек-
тродвигателей действует поток восстановле-
ния с некоторой интенсивностью )(tλ . Для 
нахождения количества эксплуатируемых 
электродвигателей по формуле (18) необхо-
димо максимально подробно описать свойст-
ва данного потока. 

Введем следующую терминологию [1]: 
каждый вышедший из строя электродвига-
тель назовем запросом на обслуживание, 
рабочую единицу ремонтного предприятия, 
способную за некоторый период отремонти-
ровать двигатель – восстанавливающим 
элементом или линией обслуживания. 

В теории восстановления наибольшее 
распространение получили два вида обслу-
живающих систем: системы с потерями и сис-
темы с ожиданиями. В системах с потерями 
запрос на обслуживание, заставший все вос-
станавливающие элементы занятыми, полу-
чает отказ и теряется. В системах с ожида-
ниями все запросы на обслуживание, кото-
рые не могут быть рассмотрены на момент 
поступления, составляют очередь, и обслу-
живаются по мере освобождения восстанав-
ливающих элементов. Очевидно, что процесс 
ремонта электродвигателей на предприятиях 
аграрно-промышленного комплекса является 
примером обслуживающей системы с ожида-
нием. 

На основе данных проведенных диагно-
стических мероприятий можно с некоторой 
вероятностью Sд определить остаточный экс-
плуатационный ресурс электродвигателей. 
Очевидно, что оптимальным периодом ре-
монта будет момент времени непосредствен-
но перед выходом электродвигателя из строя 
с учетом того, что в данный момент установка 
или не используется, или имеется резерв. 

Рассмотрим идеальный случай, когда 
число линий обслуживания не ограничено, и 
любой двигатель начинает ремонтироваться 
непосредственно после выхода из строя. В 
данном случае интенсивность потока восста-
новления за некоторый расчетный пери-
од срt)(λ равна: 

р

внезДдиаг
ср T

NStN
t

+⋅
=

)(
)(λ ,       (22) 

где )(tNдиаг  – число ЭД, которые должны 
выйти из строя за расчетный период; 
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внезN  – число двигателей, внезапно вы-
шедших из строя; 

рT  – расчетный период. 
Издержки от простоя оборудования мо-

гут возникнуть только при внезапном выходе 
из строя электродвигателей и составят: 

∑
=

⋅=
n

i
простiпростiвнез TCC

1
,   (23) 

где простiC  - издержки от простоя внезапно 
вышедшего из строя электродвигателя; 

простiT   - время простоя внезапно вы-
шедшего из строя электродвигателя.  

Данные издержки можно оценить только 
приблизительно, основываясь на том, что в 
среднем в год внезапно выходят из строя по-
рядка 3-5% двигателей. 

Однако, в реальности количество линий 
обслуживания не может быть бесконечным, 
так как это приведет к слишком большим за-
тратам на их эксплуатацию. Тогда основной 
задачей является нахождение оптимального 
количества обслуживающих линий с точки 
зрения затрат на их содержание с одной сто-
роны и убытков от простоя оборудования с 
другой. 

Зная количество восстанавливающих 
элементов, интенсивность выхода электро-
двигателей из строя, а также время ожидания 
двигателями ремонта можно полностью опи-
сать случайный процесс восстановления 

)(tλ . 
Рассмотрим полнодоступный пучок об-

служивающих линий с ожиданием. Поступив-
шему запросу на обслуживание приходится 
ждать обработки тогда и только тогда, когда 
он застает все n линий занятыми. На первый 
план выходит такая величина, как вероят-
ность ожидания. Эта величина понятным об-
разом играет известную роль в оценке каче-
ства работы пучка. Однако, для систем с 
ожиданием эта роль сравнительно невелика, 
так как, если даже значительному большин-
ству вызовов приходится ожидать, обслужи-
вание должно быть признано вполне удовле-
творительным во всех тех случаях, когда 
промежутки ожидания оказываются в своем 
большинстве очень малыми. Решающую 
роль играет не частота ожидания, а природа 
времени ожидания γ  как случайной величи-
ны; частота же ожидания дает нам только 
один штрих этой картины – вероятность не-
равенства 0>γ . Понятно поэтому, что ко-
нечной целью исследования данного полно-

доступного пучка линий с ожиданием служит 
отыскание закона распределения времени 
ожидания γ . 

При решении данной задачи наличие 
или отсутствие упорядоченности пучка линий 
значения не имеет. Входящий поток вызовов 
всегда будем предполагать простейшим с 
параметром λ . Для простоты решения зада-
чи определим, что вызовы обслуживаются в 
порядке их поступления. Длительности об-
служивания всегда будут мыслиться незави-
симыми друг от друга, так и от течения пото-
ков вызовов. Что касается закона распреде-
ления этих длин, то именно он составляет 
собой основной момент различия в данной 
задаче. Введем, что длительность обслужи-
вания l подчиняется показательному закону. 

00,}{ >>=> − ββ tetP tl  - постоянная. 
В общем виде решение подобной задачи 

было дано еще Эрлангом [1]. 
Во всем дальнейшем нам придется 

иметь дело с промежутком времени беско-
нечно малой длины τ . Обозначим через 

)(0 τ  всякую бесконечно малую величину по-
рядка выше τ и соединим знаком ≈  всякие 
две величины, разность которых есть вели-
чина вида )(0 τ . 

Вероятность поступления по меньшей 
мере одного запроса за промежуток времени 
τ  есть величина λτ≈ , а вероятность )(τψ  
поступления более одного запроса – величи-
на вида )(0 τ . С другой стороны, если какая-
либо линия в данный момент занята, то ве-
роятность оставаться занятой еще в течение 
τ  секунд (или более) для нее равна τ−e ; ес-
ли занято k  линий, то вероятность того, что 
все они останутся занятыми в течение про-
межутка времени τ  равна τke− ; вероятность 
же того, что в течение промежутка времени 
τ  по меньшей мере одна из этих линий ос-
вободится, равна: 

ττ ke k ≈− −1 . 
Поступление запросов на обслуживание 

и освобождение линий представляет собой 
элементарные события, в моменты которых 
скачкообразно меняется количество занятых 
линий )(tN . Вероятность наступления в 
промежутке длины τ  по меньшей мере одно-
го элементарного события (того или другого 
типа) при 0→τ  асимптотически пропорцио-
нальна τ ; вероятностью же наступления  в 
промежутке длины двух или более элемен-
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тарных событий (все равно каких типов) есть 
величина вида )(0 τ  (или, что то же, 0≈ ). 

Эти замечания позволяют легко найти 
асимптотические выражения переходных ве-
роятностей )(τikP  при 0→τ . Прежде всего, 

если 1>− ri , то переход из состояния i  в 

состояние k  требует, очевидно, наступле-
ния, по меньшей мере, двух элементарных 
событий; поэтому, в силу вышесказанного, 
при 0→τ : 

( ) 10)( >−≈ kiPik τ .             (24) 
Далее, для перехода из состояния 

nk <−1  в состояние k  требуется либо на-
ступление одного вызова, либо наступление 
более чем одного элементарного события; 
поэтому, в силу вышесказанного, при 0→τ : 

λττ ≈− )(,1 kkP .          (25) 
Чтобы система перешла из состояния 

1+k  в состояние nk ≥ , требуется либо ос-
вобождение одной из линий, либо наступле-
ние более чем 1 элементарного события: 

βττ nP kk ≈+ )(,1 .     (26) 
Наконец, в силу (24) мы имеем: 

tnPkk βλττ −−≈1)( ,  при 0→τ .    (27) 
Таким образом, для всех вероятностей 
)(τikP  нами установлены очень простые 

асимптотические выражения с точностью до 
величины вида )(0 τ . 

Используем уравнение Чепмана – Кол-
могорова: 

∑
=

=+
n

r
rkirik tPtPttP

0
2121 )()()( , 

помножим его обе части на )0(iP  и просум-
мируем по i  от 0 до n . В силу формулы пол-

ной вероятности ∑
=

=
n

r
rkik tPPtP

0
)()0()(  полу-

чаем: 

).0()()()(
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2121 nktPtPttP
n

r
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=

(28) 

Применяя к вероятности )(τrkP  в правой 
части равенства (28) найденные асимптоти-
ческие оценки, находим: 
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откуда, деля обе части уравнения на τ  и 
устремляя 0→τ , получаем: 
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Таким образом, система уравнений Кол-
могорова выглядит следующим образом: 
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Как и в случае системы с потерями, в ка-
честве вероятностей состояний принимаются 
пределы, к которым стремятся вероятности 

)(tPk  при ∞→t . Существование данного 
предела, также, как и существование преде-
лов величин )(tPk  при ∞→t , доказано и 
при ∞→t  существуют пределы 

.)..,1,0()(lim ==
∞→

kptP kkt
, и соответст-

вующий предельный переход возможен од-
новременно во всех уравнениях системы (29).  

Левые части системы уравнений (29) об-
ращаются в нуль. Доказательство этого ут-
верждения элементарно. Действительно, ес-
ли бы какое-нибудь )(tPk′  стремилось к чис-
лу, отличному от нуля, соответствующее 

)(tPk  при ∞→t  возрастало бы безгранич-
но, что (независимо от реального смысла ве-
личин )(tPk  как вероятностей) невозможно в 
силу доказанной теоремы Маркова, которая 
утверждает, что для любого транзитивного 
процесса Маркова 

)0,0()( nrnitPik ≤≤≤≤  предел 

)0,0()(lim nrniptP kikt
≤≤≤≤=

∞→
 сущест-

вует и не зависит от .i  
Система уравнений (29) преобразуется в 

следующую: 
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из которой, в соединение с нормирующим 
условием  
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∑
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=
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1
k
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определяются числа kp . 
Полагая 

),1(1 nkzpkp kkk ≤≤=−− βλ  
находим из системы (30) 

),1(0,0 11 nkzzz kk ≤≤=−= +  
откуда 
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Это дает, если для краткости ввести 
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в частности, при nk =  мы находим 
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n
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Чтобы найти значения kp  при nk > , мы 
обращаемся к последней группе уравнений 
(30). Перепишем их в виде: 
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и просуммируем по k от n до rn +  
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или, так как ,,0 yzn ==
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и, следовательно, в силу (30) 
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Таким образом, для любого nr ≥  мы 
имеем 
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Соединяя этот результат с полученным 
прежде для nr ≤ , мы находим 
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Нам остается найти 0p . Нормирующее 
условие 
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где положено ∑
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Вероятность найти все линии занятыми 
(“вероятность ожидания”) равна, в силу (32), 
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Теперь можно легко найти вероятность 
}{ tP >γ  того, что для поступившего в произ-

вольно выбранный момент запроса на об-
служивание время ожидания будет больше t . 
Обозначим через }{ tPk >γ  условную веро-
ятность того же неравенства в предположе-
нии, что произведенный запрос застал сис-
тему в состоянии k . По формуле полной ве-
роятности мы имеем [3] 
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или, так как, очевидно, 0}{ => tPk γ  при 

nk <  и 0≥t , 
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Величины kp  нам известны; остается 

определить величины }{ tPk >γ  при всех 

nk ≥ . 
Положим .)...,2,1,0( ==− ννnk  Необ-

ходимо найти вероятность неравенства t>γ  
при условии, что в момент вызова все линии 
были заняты и, сверх того, имелось ν  ожи-
дающих. Очевидно, что при этом запрос по-
лучает обслуживание после ( )1+ν -го осво-
бождения линии. Искомая вероятность есть, 
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поэтому, вероятность того, что за время t  
после появления нашего вызова произойдет 
не более чем ν  освобождений линии. Пусть 

)0()( ν≤≤ rtqr  есть вероятность того, что 
за это время произойдет ровно r  освобож-
дений; тогда в силу ν=− nk  
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r
rk nktqtP

0

).()(}{γ  

Но поток освобождений за время ожида-
ния нашего запроса представляет собой, в 
силу показательного закона распределения 
продолжительности обслуживания, простей-
ший поток с параметром βn , так как вероят-
ность того, что не произойдет ни одного ос-
вобождения за время t после такого момента, 

когда все линии заняты, равна ( ) btnt ee ββ −− = . 

Величина )(tqr  есть вероятность того, что за 
время t  наступит r  событий этого потока, 
поэтому 
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Возвращаясь к формуле (35) и исполь-
зуя соотношение (32), находим 
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или, так как в силу (31) и (34) 
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).0(}{ )( ≥=> ∏ −− tetP tn λβγ  
Этим поставленная задача решена. 

Видно, что в принятых условиях время ожи-
дания подчиняется показательному закону 
распределения с параметром λβ −n . Вме-
сте с тем получаем: 

∏=> ,}0{γP  

как оно и должно быть, так как через ∏ в 
выражении (34) мы как раз обозначили веро-
ятность застать все линии занятыми (“веро-
ятность ожидания”). 

Таким образом, знание данной вероят-
ности полностью решает поставленную зада-
чу. Действительно, задавая некоторую про-
должительность ожидания t, при которой ве-
личина убытков от простоя оборудования не 
будет превышать установленный предел, 
можно определить количество необходимых 
линий обслуживания, которое напрямую за-
висит от объема выделенных на ремонт де-
нежных средств. 

Другими словами, изменяя объемы и 
сроки выделения денежных средств, можно 
спланировать их расход таким образом, при 
котором суммарные периоды ожидания ре-
монта электрооборудования будут мини-
мальными. Это полностью решает постав-
ленную задачу минимизации убытков, вы-
званных простоем оборудования вследствие 
выхода его из строя. 
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