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воляет создавать рельефно-фазовые состав-
ные и наложенные дифракционные оптиче-
ские элементы для видимой области спектра. 
 Эти же элементы будут рельефно-

амплитудными в инфракрасной и ультрафио-

летовой  областях спектра из-за отличий в 

поглощении излучения темными и светлыми 

зонами. Использование цветных принтерных 

красок позволяет создавать рельефно-

амплитудно-фазовые дифракционные эле-

менты в видимой области спектра. Это под-

тверждается наличием ярко выраженной ди-

фракции первого порядка и значительным 

ослаблением дифракции других более выс-

ших порядков.  

Составные дифракционные элементы с 

уменьшающейся толщиной штрихов могут 

быть использованы для количественного 

сравнения реального разрешения принтеров. 

Также по дифракционной картине элементов 

можно сделать выводы о форме и толщине 

краски, наносимой принтером на пленку. 

Кроме этого изготовленные дифракционные 

элементы могут быть использованы в учеб-

ных целях. Так, на кафедре физики Института 

оптики и оптических технологий СГГА нами 

предложены новые лабораторные работы по 

дифракционной оптике, основанные на изго-

товлении и изучении оптических свойств пле-

ночных дифракционных элементов [4].   

Работа выполнена в рамках НИР № ГР 
012008.03159, поддержанной Федеральной 
целевой программой «Развитие научного по-
тенциала высшей школы (2009-2011 годы)». 
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ГОЛОГРАММНОГО ОПТИЧЕСКОГО ЭЛЕМЕНТА  
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Методом характеристической функции получены аналитические выражения аберраций девятого 

порядка внеосевого объемного голограммного оптического элемента. Показано, что каждый тип аберра-

ций (из двадцати типов) девятого порядка складывается из аберрации внеосевого тонкого голограммного 

оптического элемента и объемной аберрации. В качестве примера представлены формулы первой сфери-

ческой аберрации девятого порядка. 
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Введение 
Известно, что фокусное расстояние голо-

граммного оптического элемента (ГОЭ) очень 
быстро уменьшается при увеличении рабо-
чей длины волны [1]. При этом возрастает 
величина относительного отверстия ГОЭ, что 
приводит к росту аберраций высших поряд-
ков. Также известно, что для тонкого ГОЭ 
возможно исправление сферических аберра-
ций третьего, пятого и седьмого порядков [1-
3]. Выражения коэффициентов аберраций 
высших порядков внеосевого тонкого ГОЭ 
представлены в [4,5]. Однако, при расчете 

остаточных аберраций высших порядков 
внеосевого объемного ГОЭ, например, с от-
носительным отверстием 1:1 и более не учи-
тываются его селективные свойства и изме-
нение размеров [6,7]. 

Целью работы является получение ана-
литических выражений аберраций девятого 
порядка внеосевого ГОЭ с учетом его селек-
тивности и изменения объема.  

Аберрации девятого порядка внеосе-
вого объемного ГОЭ. На рисунке (а) пред-
ставлена рабочая схема внеосевого объем-
ного ГОЭ, где Pc(xc,yc,zc) – точка предмета, а 
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Рi(xi,yi,zi) – соответствующая ей точка изоб-
ражения, M(x,y,z) – произвольная точка объ-
ема ГОЭ. Ось Оz декартовой системы коор-
динат на рисунке является оптической осью и 
направлена перпендикулярно поверхностям 
ГОЭ. Плоскость координат хОу проходит че-
рез центр ГОЭ. На рисунке (б) представлена 
схема записи внеосевого объемного ГОЭ 
опорной и объектной сферическими волнами, 
где Pr(xr,yr,zr) – точечный источник опорной 
(референтной) волны, Pо(xo,yo,zо) – точечный 
источник объектной волны, M'(mxx, myy, mzz) – 
точка объема ГОЭ при записи, соответству-
ющая точке M(x,y,z) при использовании ГОЭ 
(mx, my, mz –  коэффициенты изменения объ-
ема ГОЭ вдоль соответственно осей Ox, Oy, 
Oz декартовой системы координат). Расстоя-
ния, указанные в рабочей схеме, обозначим 
РcM=lc, MРi=li. Расстояния, указанные в схеме 
записи, обозначим PrM'=lr, M'Pо=lо. Для 
внеосевого объемного ГОЭ характеристиче-
ская функция V(x,y,z)  имеет вид [3,7] 
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где  nо и nc –  соответственно начальное 

и среднее конечное значения показателя 
преломления, λо – длина волны лазера, ис-
пользуемого при записи, λс – рабочая длина 
волны, k – порядок дифракции. 

Верхний знак “плюс” в выражениях для 
V(x,y,z), m(x,y,z) и в последующих выражени-
ях соответствует отражательным объемным 
ГОЭ, а нижний знак “минус”  – пропускающим 
объемным ГОЭ. 

В силу пространственной и угловой се-
лективности объемных ГОЭ практический ин-
терес представляет случай, когда в выраже-
ниях  расстояний lj величины xj/zj, yj/zj, x/zj, 
y/zj, z/zj (j = r,o,c,i) будут много меньше едини-
цы. Разлагая выражения расстояний lj в ряд 
по этим величинам малости и подставляя в 
характеристическую функцию объемного  

ГОЭ, можно представить V(x,y,z) в виде сум-
мы 
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где V1t(x,y), V3t(x,y), V5t(x,y), V7t(x,y), 

V9t(x,y)
 
– члены разложения, характеризую-

щие аберрации соответственно первого, тре-
тьего, пятого, седьмого и девятого порядков 
внеосевого тонкого ГОЭ, V1v(x,y,z), V3v(x,y,z), 
V5v(x,y,z), V7v(x,y,z), V9v(x,y,z)

 
– члены разло-

жения, характеризующие объемные аберра-
ции соответственно первого, третьего, пятого, 
седьмого и девятого порядков. Аналитиче-
ские выражения членов разложения V9t(x,y), 
V9v(x,y,z), содержащих двадцать типов абер-
раций девятого порядка, имеют вид 
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Для внеосевого объемного ГОЭ условие его 
локальной селективности можно представить 
в сагиттальной плоскости в виде 
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в меридиональной плоскости в виде 
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где параметры расстройки ξх=ξх(x,y,z) и 
ξу=ξу(x,y,z) характеризуют локальные вели-
чины отклонения от условий дифракции Брэг-
га. Из этих условий локальной селективности 
определяется размер объема ГОЭ, в котором 
эффективно происходит дифракция падаю-
щей световой волны [8]. 

Выражения для геометрических аберра-
ций Δх, Δу точек изображения могут быть 
определены по известным формулам [3] 
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При этом каждый из двадцати типов гео-

метрических аберраций девятого порядка Δх, 
Δу представляется в виде суммы двух компо-
нентов – аберраций внеосевого тонкого ГОЭ 
и, собственно, объемных аберраций. При 
этом объемная аберрация прямо пропорцио-
нальна толщине ГОЭ, задаваемой координа-
той z. Изменение размеров ГОЭ учитывается 
коэффициентами mx, my, mz. Например, для 
первой сферической аберрации девятого по-
рядка получаем 
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SyxzSSyxzS

SyxzSSy

xyzSSyxzS

SyxzSSyxzS

SxzSSx













 
В явном виде коэффициенты Sijk и дру-

гие коэффициенты аберраций девятого по-
рядка  в V9t(x,y), V9v(x,y,z) могут быть пред-
ставлены в виде 

9 9 9

9

1/ 1/ ( / , , )(1/

1/ ),

k k i j k k

ijk c i x y z r

k

o

S z z k m m m z

z

  



   


 

где ijk = 1000; 1001; 0100; 0101; 820; 821, 280, 
281, 640, 641, 460, 461; 

2 2 (10 )/2 9 2 2 (10 )/2 9

2 2 (10 )/2 9

2 2 (10 )/2 9

( ) / ( ) /

( / , , )(( ) /

( ) / ),

i j k i j k

ijk c c c i i i

i j k i j k

x y z r r r

i j k

o o o

S x y z x y z

k m m m x y z

x y z



     

  

  

    

  

 
 

где ijk = 800; 801; 080; 081; 620; 621, 260, 261, 
440, 441; 

 
2 2 (9 )/2 9 2

2 (9 )/2 9 2

( ) / (

) / ( / , , )( (

i j k

ijk c c c c i i

i j k i j k

i i x y z r r

C x x y z x x

y z k m m m x x

  

  

   

 
 

2 (9 )/2 9 2 2 (9 )/2 9) / ( ) / ),i j k i j k

r r o o o oy z x x y z       
 

где ijk = 900; 901; 720; 721; 540; 541; 360; 361; 
180;181;  700; 701; 520; 521; 340; 341; 160; 
161; 500; 501; 320; 321; 140; 141; 300; 301; 
120; 121;      

2 2 (9 )/2 9 2

2 (9 )/2 9 2

2 (9 )/2 9 2 2 (9 )/2 9

( ) / (

) / ( / , , )( (

) / ( ) / ),

i j k

ijk c c c c i i

i j k i j k

i i x y z r r

i j k i j k

r r o o o o

C y x y z y x

y z k m m m y x

y z y x y z



  

  

     

   

  

  
 

где ijk = 090; 091; 270; 271; 450; 451; 630; 631; 
810;811;  070; 071; 250; 251; 430; 431; 610; 
611; 050; 051; 230; 231; 410; 411; 030; 031; 
210; 211; 
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2 2 3 9 2 2 3 9

2 2 3 9

2 2 3 9

( ) / ( ) /

( / , , )( ( ) /

( ) / ),

i j k i j k

ijk c c c c c i i i i i

i j k i j k

x y z r r r r r

i j k

o o o o o

A x y x y z x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z



 





    

  

 

где ijk = 200; 201; 020; 021; 110; 111; 
2 2 3 9 2 2 3 9

2 2 3 9

2 2 3 9

( ) / ( ) /

( / , , )(( ) /

( ) / ),

k k

ijk c c c i i i

i j k k

x y z r r r

k

o o o

E x y z x y z

k m m m x y z

x y z



 





    

  

 
 

где ijk = 200; 201; 020; 021; 
2 2 4 9 2 2 4 9

2 2 4 9

2 2 4 9

( ) / ( ) /

( / , , )( ( ) /

( ) / ),

i j k i j k

ijk c c c c c i i i i i

i j k i j k

x y z r r r r r

i j k

o o o o o

D x y x y z x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z



 





    

  

 

где ijk = 100; 101; 010; 011;  
2 2 5 9 2

2 5 9 2

2 5 9 2 2 5 9

( ) / (

) / ( / , , )( (

) / ( ) / ),

i j i j k i j

ijk c c c c c i i i

i j k i j k i j

i i x y z r r r

i j k i j i j k

r r o o o o o

Z x y x y z x y x

y z k m m m x y x

y z x y x y z



  

  

     

   

  

  
 

где ijk = 500; 501; 410; 411; 320; 321; 230; 231; 
140;141;  050; 051; 400; 401; 310; 311; 220; 
221; 130; 131; 040; 041; 300; 301; 210; 211; 
120; 121; 030; 031; 

6 9 6 9

6 9 6 9

/ /

( / , , )( / / ),

i j k i j k

ijk c c c i i i

i j k i j k i j k

x y z r r r o o o

P x y z x y z

k m m m x y z x y z

   

   

  

 
 

где ijk = 800; 801; 
 

6 9 6 9

6 9 6 9

/ /

( / , , )( / / ),

i j k i j k

ijk c c c i i i

i j k i j k i j k

x y z r r r o o o

P x y z x y z

k m m m x y z x y z

   

   

  

 
 

где ijk = 080; 081; 
9 9

9 9

/ /

( / , , )( / / ),

k k

ijk c c c i i i

i j k k k

x y z r r r o o o

P x y z x y z

k m m m x y z x y z

 

 

  

 

 
где ijk = 710; 711; 530; 531; 350; 351; 170; 171; 

2 2 9 2 2 9

2 2 9

2 2 9

(3 ) / (3 ) /

( / , , )((3 ) /

(3 ) / ),

k k

ijk c c c i i i

i j k k

x y z r r r

k

o o o

P x y z x y z

k m m m x y z

x y z



 





    

  

 
 

где ijk = 620; 621; 
 

2 2 9 2 2 9

2 2 9

2 2 9

( 3 ) / ( 3 ) /

( / , , )(( 3 ) /

( 3 ) / ),

k k

ijk c c c i i i

i j k k

x y z r r r

k

o o o

P x y z x y z

k m m m x y z

x y z



 





    

  

 
 

где ijk = 260; 261;  
             

2 2 9 2 2 9

2 2 9

2 2 9

( ) / ( ) /

( / , , )(( ) /

( ) / ),

k k

ijk c c c i i i

i j k k

x y z r r r

k

o o o

P x y z x y z

k m m m x y z

x y z



 





    

  

 
 

где ijk = 440; 441; 
4 9 4 9

4 9 4 9

/ /

( / , , )( / / ),

i j k i j k

ijk c c c i i i

i j k i j k i j k

x y z r r r o o o

P x y z x y z

k m m m x y z x y z

   

   

  

 

 
где ijk = 700; 701; 610; 611; 

4 9 4 9

4 9 4 9

/ /

( / , , )( / / ),

i j k i j k

ijk c c c i i i

i j k i j k i j k

x y z r r r o o o

P x y z x y z

k m m m x y z x y z

   

   

  

 
 

где ijk = 070; 071; 160; 161; 
2 3 9 2 3 9

2 3 9

2 3 9

(3 2 ) / (3 2 ) /

( / , , )((3 2 ) /

(3 2 ) / ),

k k

ijk c c c c i i i i

i j k k

x y z r r r r

k

o o o o

P x y x z x y x z

k m m m x y x z

x y x z



 





    

  

 
 

где ijk = 520; 521; 
2 3 9 2 3 9

2 3 9

2 3 9

(3 2 ) / (3 2 ) /

( / , , )((3 2 ) /

(3 2 ) / ),

k k

ijk ñ c c c i i i i

i j k k

x y z r r r r

k

o o o o

P x y y z x y y z

k m m m x y y z

x y y z



 





    

  

 
 

где ijk = 250; 251; 
2 3 9 2 3 9(6 ) / (6 ) /k k

ijk ñ c c c i i i iP x y y z x y y z     
 

2 3 9( / , , )((6 ) /i j k k

x y z r r r rk m m m x y y z   
 

2 3 9(6 ) / ),k

o o o ox y y z  
 

где ijk = 430; 431; 
2 3 9 2 3 9

2 3 9

2 3 9

(6 ) / (6 ) /

( / , , )((6 ) /

(6 ) / ),

k k

ijk ñ c c c i i i i

i j k k

x y z r r r r

k

o o o o

P x y x z x y x z

k m m m x y x z

x y x z



 





    

  

 
 

где ijk = 340; 341; 
 

4 2 2 9 4 2 2 9

4 2 2 9

4 2 2 9

( ) / ( ) /

( / , , )( ( ) /

( ) / ),

i j k i j k

ijk c c c c c i i i i i

i j k i j k

x y z r r r r r

i j k

o o o o o

P x y x y z x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z



   

 

 

    

  

 
 

где ijk = 600; 601; 510; 511; 
4 2 2 9 4 2 2 9

4 2 2 9

4 2 2 9

( ) / ( ) /

( / , , )( ( ) /

( ) / ),

i j k i j k

ijk c c c c c i i i i i

i j k i j k

x y z r r r r r

i j k

o o o o o

P x y x y z x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z



   

 

 

    

  

 
 

где ijk = 060; 061; 150; 151; 
2 2 2 2 9

2 2 2 2 9

2 2 2 2 9

2 2 2 2 9

(2 )( ) /

(2 )( ) /

( / , , )((2 )( ) /

(2 )( ) / ),

k

ijk c c c c c

k

i i i i i

i j k k

x y z r r r r r

k

o o o o o

P x y x y z

x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z











   

   

   

  
 

где ijk = 420; 421; 
2 2 2 2 9

2 2 2 2 9

2 2 2 2 9

2 2 2 2 9

( 2 )( ) /

( 2 )( ) /

( / , , )(( 2 )( ) /

( 2 )( ) / ),

k

ijk c c c c c

k

i i i i i

i j k k

x y z r r r r r

k

o o o o o

P x y x y z

x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z











   

   

   

  
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где ijk = 240; 241; 
 

2 2 9 2 2 9

2 2 9

2 2 9

( ) / ( ) /

( / , , )( ( ) /

( ) / ),

k k

ijk ijk c c c c c i i i i i

i j k k

x y z r r r r r

k

o o o o o

P Q x y x y z x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z



 





     

  

 

 
где ijk = 330; 331; 

2 9 2 9

2 9 2 9

/ /

( / , , )( / / ),

i j k i j k

ijk c c c i i i

i j k i j k i j k

x y z r r r o o o

Q x y z x y z

k m m m x y z x y z

   

   

  

 
 

где ijk  = 600; 601; 510; 511; 
 

2 9 2 9/ /i j k i j k

ijk c c c i i iQ x y z x y z     
 

2 9 2 9( / , , )( / / ),i j k i j k i j k

x y z r r r o o ok m m m x y z x y z     
 

где ijk  = 060; 061; 150; 151; 
2 2 4 9 2 2 4 9

2 2 4 9

2 2 4 9

(6 ) / (6 ) /

( / , , )((6 ) /

(6 ) / ),

k k

ijk ñ c c c i i i i

i j k k

x y z r r r r

k

o o o o

Q x y x z x y x z

k m m m x y x z

x y x z



 





    

  

 
 

где ijk = 420; 421; 240; 241; 
2 2 2 9 2 2 2 9

2 2 2 9

2 2 2 9

( ) / ( ) /

( / , , )( ( ) /

( ) / ),

i j k i j k

ijk c c c c c i i i i i

i j k i j k

x y z r r r r r

i j k

o o o o o

P x y x y z x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z



   

 

 

    

  

 
 

где ijk = 500; 501; 410; 411; 400; 401; 310; 311; 
2 2 2 9 2 2 2 9

2 2 2 9

2 2 2 9

( ) / ( ) /

( / , , )( ( ) /

( ) / ),

i j k i j k

ijk c c c c c i i i i i

i j k i j k

x y z r r r r r

i j k

o o o o o

P x y x y z x y x y z

k m m m x y x y z

x y x y z



   

 

 

    

  

 
 

где ijk = 050; 051; 140; 141;040; 041; 130; 131; 
3 2 2 2 9

3 2 2 2 9

3 2 2 2 9

3 2 2 2 9

( 3 )( ) /

( 3 )( ) /

( / , , )(( 3 )( ) /

( 3 )( ) / ),

k

ijk c c c c c c

k

i i i i i i

i j k k

x y z r r r r r r

k

o o o o o o

P x x y x y z

x x y x y z

k m m m x x y x y z

x x y x y z











   

   

   

  

 
где ijk = 320; 321; 

3 2 2 2 9

3 2 2 2 9

3 2 2 2 9

3 2 2 2 9

( 3 )( ) /

( 3 )( ) /

( / , , )(( 3 )( ) /

( 3 )( ) / ),

k

ijk c c c c c c

k

i i i i i i i

i j k k

x y z r r r r r r r

k

o o o o o o

P x x y x y z

x x y x y z

k m m m x x y x y z

x x y x y z











   

   

   

  

 
где ijk = 230; 231; 

2 2 3 9 2 2 3 9

2 2 3 9

2 2 3 9

( ) / ( ) /

( / , , )(( ) /

( ) / ),

k k

ijk c c c i i i

i j k k

x y z r r r

k

o o o

P x y z x y z

k m m m x y z

x y z



 





    

  

 
 

где ijk = 220; 221. 

Выводы 
Таким образом,  разложением характе-

ристической функции получены аналитиче-

ские выражения, позволяющие рассчитать 

аберрации девятого порядка внеосевого объ-

емного ГОЭ, с учетом его селективности и 

изменения размеров. Показано, что каждый 

из двадцати типов аберраций девятого по-

рядка складывается из  аберрации внеосево-

го тонкого ГОЭ и объемной аберрации. При-

чем объемная аберрация в первом прибли-

жении линейно зависит от толщины ГОЭ. В 

качестве примера представлены аналитиче-

ские выражения первой сферической абер-

рации девятого порядка. Полученные резуль-

таты применимы для внеосевой зонной пла-

стины Френеля с таким же фокусным рассто-

янием на рабочей длине волны. 

 

Работа выполнена в рамках НИР № ГР 
012008.03159, поддержанной Федеральной 
целевой программой «Развитие научного по-
тенциала высшей школы (2009-2011 годы)». 
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