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Введение 
В основу разработки многоэлементных 

измерительных преобразователей (МЭ ИП) 
на основе взаимосвязанных пьезорезонато-
ров положена идея использования нелиней-
ных процессов в сложных динамических сис-
темах.  Измерительных устройств такого типа 
обладают особыми свойствами, позволяю-
щими не только получать первичную измери-
тельную информацию, но и осуществлять ее 
предварительную обработку. 

 
Цель работы 
Исследование динамических процессов в 

колебательных системах с конечным числом 
степеней свободы,  оценка возможности их 
практического использования для целей из-
мерения, передачи и обработки измеритель-
ной информации. 

В отличие от линейных принципов фор-
мирования и обработки измерительной ин-
формации в таких устройствах реализуется 
принцип параллельный обработки измери-
тельной информации, причем это происходит 
в условиях максимального приближения к 
объекту измерения. 

Как показали результаты исследований и 
практической реализации разработанных 
устройств, использование различных режи-
мов связанных колебаний в многоосцилля-
торных ансамблях позволяет создавать на их 
основе средства измерений, имеющие рас-
ширенные функциональные возможности, 
улучшенные метрологические и эксплуатаци-
онные характеристики. 

Конструктивно многоэлементные датчики 
образуют единую колебательную систему, 
состоящую из взаимодействующих между 
собой пьезорезонаторов, вибраторов и линий 
акустической связи между ними. Количество 
пьезорезонаторов и вибраторов, используе-
мых в конструкциях многоэлементных датчи-

ков, определяется их назначением (рисунок 
1). Например, увеличение числа вибраторов, 
выполняющих роль чувствительных элемен-
тов датчика, обусловлено необходимостью 
создания многоточечных пространственно 
распределенных измерительных систем. В 
свою очередь, увеличение числа автогенера-
торов (активных элементов колебательной 
системы датчика)  может быть продиктовано 
необходимостью расширения их функцио-
нальных возможностей. 

 
Рисунок 1 - Разновидности конструктивного ис-

полнения МЭ ИП:  АГ – автогенератор,  
В – вибратор 

 
Описание модели 
В общем случае колебательная система 

МЭ ИП представляет собой ансамбль взаи-
модействующих осцилляторов, На рисунке 2 
представлена одна из базовых моделей МЭ 
ИП в виде цепочки осцилляторов. При такой 
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структуре колебательной системы каждый из 
осцилляторов связан только с двумя сосед-
ними (за исключением двух крайних). 

 

 
Рисунок 2 - Схема цепочки взаимодействующих 

осцилляторов 

В теории колебаний [2] рассматривается 
механический аналог такой многоэлементной 
колебательной системы, состоящей из (N+2) 
инерционно связанных шаров [2]. Уравнение 
движения для n-ой массы может быть пред-
ставлено в виде дифференциального урав-
нения [2]: 

 
0)(2 11   nnnnn xxkxxxm     (1) 

 
Масса каждого шара – m, жесткость пру-

жины - k. Такое уравнение имеет решение: 
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Если оба конца цепи  находятся в поло-
жении равновесия, то получим следующие 
соотношения:   
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Спектр собственных частот такой систе-
мы в общем виде определяются выражени-
ем: 
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При слабой связанности в системе от-

дельные осцилляторы могут находиться в 
противофазе друг относительно друга. При 
повышении связанности в системе они начнут 
группироваться в синфазно колеблющиеся 
группы или кластеры, которые, в свою оче-
редь, уже между собой могут находиться в 
противофазе. Поэтому суммарный набег фа-
зы к концу цепочки будет увеличиваться на 
угол, кратный  числу π. 

В случае сильной связанности между ко-
леблющимися элементами цепочки мини-
мальный сдвиг фаз между концевыми осцил-

ляторами может достигнуть π, а между лю-

быми двумя точками спектра )1( N


. 
Как известно, из общей теории колеба-

ний [2], картина колебаний в таких системах 
принимает вид стоячих волн. Общее движе-
ние системы может быть описано как супер-
позиция ее мод. Амплитуды и фазовые кон-
станты определяются из начальных условий. 
Длина такой стоячей волны  это расстояние 
вдоль системы между двумя осцилляторами, 
которые колеблются в одинаковой фазе. 

Для j - го колебания можно записать: 
 

djj  2       (5) 
 
где d – расстояние между соседними ос-

цилляторами, j - набег фазы, определяе-

мый формулой (3), j - длина волны j -го ко-
лебания.  

Этот параметр для колебаний в про-
странстве имеет такой же смысл, что и пери-
од для колебаний во времени. Длина всей 
цепочки равна (N+1)d. По длине системы 
должно укладываться целое число полуволн, 
поэтому условие стоячей волны в системе 
имеет вид:  

dN
jj )1(

2




      (6) 
Вводя волновое число k, получим выра-

жение для суммарного набега фаз в системе:      


2

k
   ,    

dkd
j

j
j 


 2    (7) 

Таким же образом, используя понятие 
стоячих волн можно представить в функции 
нормальных частот синхронизации (НЧС) 
волнообразный характер распределения ам-
плитуд колебаний вдоль цепочки взаимодей-
ствующих осцилляторов. Длина такой цепоч-
ки в частотном диапазоне будет определять-
ся количеством полуволн, состоящих из групп 
синфазно синхронизированных осциллято-
ров. Разность фаз между группами осцилля-
торов с синхронизированными колебаниями 
будет составлять 180 градусов, то есть груп-
пы синхронизированных осцилляторов между 
собой будут находиться в противофазе. Это 
приведет к тому, что в частотном диапазоне 
ансамбль синхронизированных осцилляторов 
будет представлять собой периодически че-
редующиеся группы с противофазной син-
хронизацией. 

На рисунке 3 приведены комбинации 
распределения векторов связанных колеба-
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ний отдельных осцилляторов или их групп, 
совершающих колебания на одной из НЧС 
системы. Число НЧС системы соответствует 
числу осцилляторов в цепочке. При числе 
взаимодействующих осцилляторов N=2 на 
первой НЧС колебания происходят в фазе, а 
на второй нормальной частоте – в противо-
фазе, при этом суммарный набег фазы в це-
почке составляет:   i . Если последова-
тельно соединить три осциллятора (N=3), то 
такая система будет иметь уже три НЧС и 
суммарный набег фаз по цепочке соста-
вит  2 i

  и т.д. 
Результаты имитационного модели-

рования 
С увеличением числа взаимодействую-
щих осцилляторов, возрастает число НЧС 
системы, пропорционально возрастает и 
суммарный набег фазы в цепочке осцил-
ляторов. Увеличение коэффициента связи 
или уменьшение относительной рас-
стройки частот между осцилляторами 
приводит к увеличению связанности в 
системе, что, в свою очередь, обусловит 
уменьшение набега фазы в цепочке и 
увеличение длины стоячей волны. Под 
волной связанных колебаний по длине 
цепочки  в данном случае подразумевает-
ся синусоидальное распределение ампли-
туд связанных колебаний отдельных ос-
цилляторов в функции НЧС системы. 

 
Рисунок 3 - Амплитудно-фазовые состояния ан-
самблей осцилляторов в цепочке на резонансных 

частотах колебаний в системе 

Эквивалентные электрические схемы за-
мещения таких МЭ ИП могут быть пред-
ставлены в виде последовательно или па-
раллельно соединенных электрических 

колебательных контуров. Такой подход 
позволяет осуществить имитационное 
моделирование МЭ ИП с использованием 
широко распространенных пакетов при-
кладных программ (Microcap, Mat CAD и 
т.п.). С их помощью были исследованы 
синхронные, асинхронные и бифуркаци-
онные режимы связанных колебаний в 
МЭ ИП. 
На рисунке 4 приведена спектральная ха-
рактеристика колебательной системы, 
представляющей собой цепочку из 3-х 
осцилляторов. 

 

 
Рисунок 4 - АЧХ  колебательной системы с тре-
мя степенями свободы и векторные диаграммы 

связанных колебаний осцилляторов 

Максимумы графиков АЧХ соответствуют 
резонансным режимам работы системы на 
НЧС системы. Этим частотам соответствуют 
определенные комбинации разности фаз ко-
лебаний осцилляторов. Изменение парамет-
ров отдельных элементов такой колебатель-
ной системы приводит к изменению режимов 
связанных колебаний осцилляторов, что обу-
словливает изменение амплитуд и разность 
фаз синхронизированных колебаний осцил-
ляторов. 

Основные математические соотношения 
На первой НЧС системы колебания ос-

цилляторов происходят в фазе, а их сумма 
равна алгебраической сумме. В МЭ ИП на 
базе пьезотрансформаторов удобно в каче-
стве выходных сигналов использовать на-
пряжения  на генераторных обкладках пьезо-
элементов.  Тогда выходной сигнал  датчика 
на первой НЧС системы может быть пред-
ставлен в виде суммы выходных напряжений 
пьезотрансформаторов: 

 
 

11)( ii UU       (8) 
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На второй НЧС ансамбль осцилляторов 

разделяется на два кластера, разность фаз 
между которыми составляет 180 градусов. 
Сумма амплитуд колебаний отдельных ос-
цилляторов близка к нулю: 

 
0)( 2  iU ,   12 )()( ii UU     (9) 

На третьей, четвертой и всех последую-
щих НЧС системы сумма амплитуд колебаний 
осцилляторов с учетом фаз колебаний оста-
ется близкой к нулю, а по модулю приблизи-
тельно равна сумме амплитуд колебаний 
первой НЧС. Число групп синхронизирован-
ных осцилляторов соответствует номеру 
НЧС. При использовании пьезотрансформа-
торов в качестве взаимодействующих осцил-
ляторов получим:   

 
0)(  jiU ,  jji UU )()(      (10) 

 
Как показал анализ результатов имита-

ционного моделирования, установление кон-
кретной НЧС системы происходит при выпол-
нении определенных условий, при этом ос-
новную роль играет соотношение амплитуд 
колебаний отдельных осцилляторов. 

На рисунке 5 представлены графики, от-
ражающие бифуркационные режимы работы 
преобразователя с тремя степенями свобо-
ды. Соответствующее изменение добротно-
стей колебательных контуров обусловило 
определенную последовательность перехо-
дов в такой системе с одной НЧС на другую, в 
частности, с третьей на вторую, а затем на 
первую НЧС системы. 

К достоинствам МЭ ИП, основанных на 
использовании связанных колебаний пьезо-
резонаторов, можно отнести возможность 
создания на их основе:  
 сенсорных самоорганизующихся систем, 

состоящих из большого числа распреде-
ленных в пространстве первичных пре-
образователей;  

 высокочувствительных датчиков, приме-
нимых для эксплуатации в тяжелых ус-
ловиях;  

 датчиков для систем управления слож-
ными быстропротекающими процессами. 
 
Заключение 
В результате проведенных исследований 

был разработаны высокочувствительные 
пьезорезонансные датчики (усилий; давле-
ний; вязкости жидких сред; уровня сыпучих 
материалов и т.п.) и приборы на их основе, 

применимые для тяжелых условий эксплуа-
тации. 

 
 

 

 
Рисунок 5 - Графики изменения амплитуд и раз-
ности фаз связанных колебаний трех последо-
вательно соединенных осцилляторов при изме-
нении их параметров (красный цвет - для перво-
го осциллятора, синий – для второго,  зеленый – 

для третьего) 
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