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В статье рассмотрена математическая модель шарнирно соединенной машины. При-
ведены расчетная схема и уравнения движения. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы для моделирования движения машинно-тракторного агрегата, при выборе ра-
циональных конструктивных и эксплуатационных параметров. Предложенная модель пред-
ставляет научный и практический интерес при рассмотрении возможностей повышения 
устойчивости и маневренности машинно-тракторного агрегата. 
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В работе [1] была рассмотрена возмож-
ность применения для соединения звеньев 
машинно-тракторного агрегата (МТА) тягово-
го устройства в виде шарнирного четырех-
звенного механизма навесного устройства. 
Предполагалось получение положительного 
эффекта за счет повышения устойчивости 
движения и обеспечения необходимой ма-
невренности МТА. Для анализа влияния рас-
сматриваемого в работе [1] тягово-сцепного 
устройства была составлена математическая 
модель. За основу была взята универсальная 
модель шарнирно соединенной машины, 
приведенная в работе [2]. 

Расчетная схема составленной математи-
ческой модели приведена на рисунке 1 и пред-
ставляет собой двухосный тягач с шарнирной 
рамой, соединенной с одноосным прицепным 
агрегатом. Движение принято плоскопарал-
лельным, скорость тягача постоянной. Агрега-
тируемое орудие снабжено передними не-
управляемыми колесами и соединено с тягачом 
промежуточным звеном. Промежуточное звено 
представляет собой трехточечную наладку на-
весного устройства, образующего шарнирный 
четырехзвенник. Это является отличительной 
особенностью рассматриваемой модели. 

При таком способе наладке мгновенный 
центр поворота (МЦП) навесного устройства 
О смещается вперед за заднюю ось трактора-
тягача на значительное расстояние, опреде-
ляемое соотношением параметров l1 и l3, а 
также длиной нижних продольных тяг l2. При 
таком положении мгновенного центра пово-
рота наблюдается повышенная устойчивость 
движения навесного орудия или машины в 
горизонтальной плоскости. 

При движении МТА на звенья действуют 
следующие основные силы и моменты, при-
веденные в расчетной схеме и оказывающие 
непосредственное влияние на устойчивость и 
управляемость:  
- силы тяги колес тягача (F0л, F0п, F1л, F1п); 
- главные векторы сил упругости пневматиче-
ских колес тягача, появляющиеся при каче-
нии с уводом ( лТ 0 , пТ 0 , лТ 1 , пТ 1 ); 
- главные моменты сил упругости пневмати-
ческих колес тягача, соответствующие стаби-
лизирующим моментам шин при уводе (М0л, 
М0п, М1л, М1п); 
- силы сопротивления качению колес тяга-
ча ( лS0 , пS0 , лS 1 , пS 1 ); 
- главные векторы сил упругости пневматиче-
ских колес прицепного орудия, появляющие-
ся при качении с уводом ( лТ 2 , пТ 2 ); 
- главные моменты сил упругости пневмати-
ческих колес прицепного орудия, соответст-
вующие стабилизирующим моментам шин 
при уводе (М2л, М2п);  
- силы сопротивления качению колес прицеп-
ного орудия ( лS 2 , пS 2 ); 
- главные векторы сил случайных воздейст-
вий со стороны микрорельефа опорной по-
верхности на колеса тягача, приведенные к 
центрам масс звеньев ( 0P , 1P ); 
- главные моменты сил случайных воздейст-
вий со стороны микрорельефа опорной по-
верхности на колеса тягача, приведенные к 
центрам масс звеньев ( 0 , 1 );  
- главный вектор сил случайных воздействий 
со стороны микрорельефа опорной поверх-
ности на колеса прицепного орудия, приве-
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денный к центрам масс звеньев ( 2P ); 
- главные моменты сил случайных воздейст-
вий со стороны микрорельефа опорной по-
верхности на колеса тягача, приведенные к 
центрам масс звеньев ( 2 ); 
- моменты трения в шарнирах соединяющие 
звенья (Мтр0, Мтр1, Мтр2, Мтр3, Мтр4). 

Индексами л и п указаны силы и момен-
ты, действующие соответственно на левое и 
правое колесо одной оси.  

Силовое взаимодействие рабочих орга-
нов сельскохозяйственной машины с почвой 

можно представить в виде главного вектора  
R почвенных воздействий на рабочие органы 
и главного момента М почвенных воздейст-
вий, приведенных к точке соединения при-
цепного звена со сцепным устройством. 

Составляющие главных векторов обо-
значены на расчетной схеме как 01P , 02P , 11P , 

12P , 21P , 22P . Кроме того, для реализации за-
даваемого закона складывания рамы тягача в 
расчетной схеме учитываются пары сил с 
моментом Му. 

 

 
 

Рисунок 1 – Расчетная схема шарнирно соединенной машины 
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Увод пневматических шин колес тягача и 
прицепного звена в расчетной схеме заданы 
углами увода ψ0л, ψ0п, ψ1л, ψ1п, ψ2л, ψ2п. 

Угловые скорости звеньев обозначены 
как ω0, ω1, ω2. 

Представленная на расчетной схеме 
шарнирно соединенная машина является ме-
ханической системой с шестью степенями сво-
боды. В соответствии с числом степеней сво-
боды для определения произвольной траекто-
рии движения в качестве обобщенных коорди-
нат были приняты следующие параметры: 
- угол складывания рамы тягача α0; 
- угол между продольной осью задней секци-
ей тягача и продольной осью прицепного 
звена α1; 
- угол между продольной осью прицепного 
звена и осью неподвижной системы коорди-
нат ХОУ α2.  

Дифференциальные уравнения, связы-
вающие обобщенные координаты и их произ-
водные по времени с силами, действующими 
на звенья, выполнены с использованием 
уравнений Лагранжа второго рода: 
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где Т – кинетическая энергия системы; 
      qi – i –я обобщенная координата; 
     iq – i –я обобщенная  скорость; 
      t – время; 
      Qi  – i –я обобщенная  сила, соответ-

ствующая i – ой обобщенной координате.  
Более подробно системы дифференци-

альных уравнений движения машины и урав-
нения для определения обобщенных сил  опи-
саны в [2]. 

Для оценки показателей маневренности 
и устойчивости движения агрегата в рассмат-
риваемой модели определяется смещение 
положения мгновенного центра поворота О, в 
продольном и поперечном направлениях в 
случае углового отклонения трактора или на-
весного орудия от оси прямолинейного дви-
жения на угол α1.  

Положения мгновенного центра поворота 
в продольном и поперечном направлениях в 
случае углового отклонения трактора или на-
весного орудия от оси прямолинейного движе-
ния на угол α1 определяется двумя парамет-
рами: продольным смещением мгновенного 
центра поворота l и поперечным смещением 
мгновенного центра поворота S. 

Продольное смещение мгновенного цен-
тра поворота l определяется из выражения: 
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Поперечное смещение мгновенного цен-
тра поворота S определяем из следующего 
выражения: 
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Соотношения параметров l1 и  l2, длины 
нижних продольных тяг l3, а также зависимо-
сти углов γ и β в функции угла α1 определя-
ются следующими зависимостями: 
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Имея эти уравнения, выражаем зависи-

мость позволяющую определить углы между 
продольными и поперечной тягами: 
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Приведенные уравнения позволяют оп-
ределить положение мгновенного центра по-
ворота в зависимости от конструктивных па-
раметров тягово-сцепного устройства, опре-
деляемых соотношением параметров l1 и  l3, а 
также длинной нижних продольных тяг l2 в 
функции обобщенной координаты - углом 
между продольной осью задней секцией тя-
гача и продольной осью прицепного звена, α1. 

Для исследования кинематических урав-
нений связи, определяющие угловые дефор-
мации пневматических шин колес тягача и 
прицепного звена, на рисунке 2 приведена 
схема скоростей различных точек звеньев 
шарнирно соединенной машины, соответст-
вующей расчетной схеме на рисунке 1. Схема 
скоростей позволяет определить скорости 
центров масс звеньев через обобщенные ко-
ординаты, а также углы, составляемые век-
торами этих скоростей с продольными осями 
звеньев. Методика определения скоростей 
центров масс звеньев через обобщенные ко-
ординаты, а также углов, составляемых век-
торами этих скоростей с продольными осями 
звеньев, подробно описана в [2]. 

В процессе моделирования движения 
машины рассчитываются параметры, опре-
деляющие траектории любой точки каждого 
звена, величины курсовых углов звеньев, по-
перечных ускорений, а также критерии и оце-
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ночные показатели управляемости и устой-
чивости шарнирно соединенной машины. По-
лученные описания взаимодействия элемен-
тов замкнутой динамической системы «опор-

ная поверхность – машина-водитель» дают 
возможность исследовать устойчивость и 
управляемость шарнирно соединенной ма-
шины как элемента данной системы. 

 

 
Рисунок 2 – Схема скоростей отдельных точек звеньев шарнирно соединенной машины 
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