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Предложено использовать аппарат передаточных функций для математического опи-

сания процесса преобразования профиля заготовки в профиль детали. Передаточная функ-
ция позволяет учесть как статические, так и динамические явления при механической об-
работке. Для ее получения используются частотные характеристики операции, которые 
формируются возбуждением полигармонического сигнала с помощью эталонной детали. На 
основе методики планирования экспериментов для операции цилиндрического фрезерования 
получены зависимости коэффициентов передаточной функции от параметров режима ре-
зания – глубина резания, подачи и частоты вращения фрезы. Разработанная модель позво-
ляет прогнозировать волнистость поверхности детали при известной волнистости заго-
товки, а также оценивать возможность появления брака по параметрам волнистости при 
различных режимах резания.   
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Принцип технологического наследования 

является основополагающим в технологии 
машиностроения. В соответствии с этим 
принципом погрешности заготовки при меха-
нической обработке наследуются деталью. 
Обычно количественно наследование учиты-
вается с помощью передаточных отношений 
[1,2]. Однако отсутствие конкретных значений 
этих передаточных отношений и их количест-
венной связи с параметрами оборудования, 
инструмента и режима резания сдерживает 
применение принципа технологического на-
следования при проектировании операций 
механической обработки. 

Нами предлагается подход, основанный 
на принципе технологического наследования 
и позволяющий прогнозировать волнистость 
обработанной детали в зависимости от вол-
нистости заготовки. Этот подход базируется 
на использовании передаточных функций и 
частотных характеристик операций механи-
ческой обработки. 

Передаточные функции широко исполь-
зуются в теории автоматического управления 
для описания динамических явлений при 
прохождении сигнала со входа на выход сис-
темы. Например, при математическом описа-

нии упругой части технологической системы 
часто используется дифференциальное 
уравнение второго порядка: 

                  yPkyyGym   ,                  (1) 
 
где у – упругие отжатия; m, G, k – пара-

метры упругой системы (соответственно, 
масса, демпфирование и жесткость); Ру – си-
ла резания. 

Выражение (1) является математической 
моделью технологической системы в плане 
влияния силы резания Ру на величину упругих 
отжатий у. 

Дифференциальному уравнению (1) со-
ответствует передаточная функция: 

 

kGsms
sW


 2

1)( .           (2) 

 
Таким образом, передаточная функция 

(2) является просто другой формой записи 
дифференциального уравнения (1). Однако 
использование передаточных функций по-
зволяет легко перейти к применению частот-
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ных характеристик – аплитудно-частотной и 
фазо-частотной характеристик. 

Аппарат передаточных функций можно 
использовать и при математическом описа-
нии операций механической обработки [3]. В 
соответствии с принципом технологического 
наследования волнистость обработанной по-
верхности детали определяется волнисто-
стью поверхности заготовки: рис. 1.  

.  
 
             
 
 

Рисунок 1 - Технологическая операция 
как система для преобразования исходного 

профиля заготовки в профиль детали 
 
При этом передаточная функция опера-

ции имеет вид: 
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где X(s), Y(s) – соответственно, лапласо-

вы изображения профиля заготовки и профи-
ля детали. 

Коэффициенты ai, bi и значения k и n оп-
ределяют вид преобразования профилей и 
зависят от вида операции, режима резания и 
параметров технологической системы. Зада-
ча идентификации технологической системы 
сводится к определению коэффициентов пе-
редаточной функции ai и bi. Сами значения 
коэффициентов, в отличие от передаточной 
функции (2.2), не имеют явного физического 
смысла. Важно отметить, что предлагаемый 
подход основан на теории технологического 
наследования и учитывает, как за счет техно-
логической операции профиль (волнистость) 
заготовки преобразуется в профиль (волни-
стость) детали. 

Кроме преобразования профиля заготов-
ки в профиль детали операции могут быть 
присущи и собственные составляющие про-
филя. Так, например, при фрезеровании 
профиль детали для конкретной технологи-
ческой системы определяется не только 
профилем заготовки, но и самим характером 
резания: отдельные зубья фрезы формируют 
профиль поверхности детали даже при иде-
ально гладкой поверхности заготовки. Кроме 
того, на профиль детали влияют вынужден-
ные и автоколебания в технологической сис-
теме, которые только частично связаны с 
профилем заготовки. Обычно считается, что 
такие составляющие имеют аддитивный ха-

рактер. В соответствии с этим, структурная 
схема операции механической обработки мо-
жет быть представлена в виде рис. 2. 

 
Рисунок 2 - Структурная схема опера-

ции механической обработки. 
 
Составляющие волнистости, вносимые 

самим процессом обработки, достаточно хо-
рошо исследованы и модели для их расчета 
подробно описаны в литературе [3,4]. Поэто-
му в данном исследовании основное внима-
нии уделяется именно процессу технологиче-
ского наследования, определяемому переда-
точной функцией операции механической об-
работки. 

Задача идентификации операции меха-
нической обработки включает в себя два эта-
па: 

1. 1. Определение вида передаточной 
функции: определение порядка полинома 
числителя k и знаменателя n в выражении 
(3). 

2. 2. Определение параметров  - коэф-
фициентов передаточной функции. 

Одним из наиболее эффективных спосо-
бов определения вида передаточной функ-
ции является использование логарифмиче-
ских амплитудно-частотных характеристик 
(ЛАЧХ). Это связано с тем, что существует 
однозначное соответствие между набором 
простейших звеньев САР и видом асимптоти-
ческой ЛАЧХ [5,7]. 

Для сокращения объема и трудоемкости 
проводимых экспериментов при получении 
ЛАЧХ предлагается использовать принцип 
суперпозиции. В соответствии с этим принци-
пом если на вход системы подается линейная  
комбинация элементарных  сигналов 

i
ixx

,  на ее выходе также получается линейная 
комбинация сигналов 

i
iyy , каждый из ко-

торых (yi) является реакцией на  элементар-
ный входной сигнал xi.  

В общем случае профиль любой перио-
дической поверхности при разложении в ряд 
Фурье имеет вид: 
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где ak, bk – коэффициенты разложения, l 
– полупериод функции. 

Поэтому если создать профиль специ-
альной (эталонной) заготовки, включающий в 
себя сумму большого количества гармоник и 
обработать ее, деталь явится результатом 
воздействия также большого количества гар-
моник. Далее на выходе системы из полу-
чаемого профиля выделяются гармоники с 
частотой, соответствующей частотам исход-
ного профиля. Для этого можно применять 
известные алгоритмы гармонического анали-
за. Отношение амплитуд гармоник детали к 
амплитудам гармоник заготовки дает ампли-
тудно-частотную характеристику, по которой 
логарифмированием получается ЛАЧХ. С 
учетом простоты изготовления предлагается 
использовать прямоугольный профиль заго-
товки: рис. 3. 

 

 
 

Рисунок 3 - Прямоугольный профиль по-
верхности эталонной заготовки 

 
 При этом разложение этого профиля 

в ряд Фурье принимает вид: 
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 Коэффициенты разложения: 
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После механической обработки поверх-
ности эталонной заготовки производится 
профилографирование поверхности получен-
ной детали и рассчитываются коэффициенты 
Фурье ее профиля. Расчет значений ампли-
тудно-частотной характеристики производит-
ся по формулам: 

                 заг
k

дет
k

k A
AA )( ,                    (6) 

 где ,...7,5,3,1  ,  k
l
k

k
  

Далее в логарифмическом масштабе 
строится ЛАЧХ: зависимость 20 lgA от lg . 
По построенной кривой проводится асимпто-
тическая ЛАЧХ – ломаная линия с углами на-

клона, кратными 20 дб/дек., а по этой лома-
ной восстанавливается вид передаточной 
функции. Уточнение коэффициентов переда-
точной функции осуществляется в соответст-
вии с методом наименьших квадратов мини-
мизацией суммы квадратов отклонений рас-
четной АЧХ от экспериментальной, получен-
ной по формуле (6). Результатом является 
передаточная функция операции механиче-
ской обработки и ее частотные характеристи-
ки (АЧХ и ФЧХ), позволяющие прогнозиро-
вать волнистость обработанной поверхности 
детали в зависимости от волнистости по-
верхности заготовки. 

Разработанный алгоритм идентификации 
опробован при получении математического 
описания операции цилиндрического фрезе-
рования. При этом производилось построе-
ние передаточной функции с учетом измене-
ния параметров режима резания – глубины 
резания, подачи и частоты вращения фрезы. 
Оборудование: горизонтально-фрезерный 
станок модель 6М83. Инструмент: фреза дис-
ковая 100х10 H9 Р6М5. Внешний вид эталон-
ной заготовки представлен на рис. 4. Пара-
метры прямоугольных пазов: h = 1,0 мм; l1 = 
l2 = 10 мм. Материал заготовки – сталь 40 в 
состоянии поставки. 

 

 
 

Рисунок 4 - Внешний вид эталонной за-
готовки 

 
Профили обработанных поверхностей 

записывали на приборе HOMMEL TESTER 
W55 с получением файлов hwp [8]. Затем с 
помощью разработанного алгоритма из этих 
файлов получали профиль обработанной по-
верхности.  

Эксперименты по изучению зависимости 
коэффициентов передаточной функции от 
параметров режима резания производили в 
соответствием с методикой дробного фак-
торного эксперимента ДФЭ 23-1 [6]: 
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Таблица 1 – План эксперимента ДФЭ 23-1 

N t, 
мм 

S, 
мм/мин 

n, 
об/мин 

1 2 160 100 
2 2 80 80 
3 1,1 160 80 
4 1,1 80 100 

  
Повторяемость эксперимента М = 3. В 

каждом эксперименте обрабатывали 3 образ-
ца с пазами. 

 На рис. 5 приведены результаты экс-
перимента №2 из таблицы 1. Ломаными по-
казаны экспериментальные ЛАЧХ, а сплош-
ной линией – результаты аппроксимации пе-
редаточной функцией 
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Рисунок 5 - Экспериментальные ЛАЧХ и 
их аппроксимация 

 
 Вид передаточной функции выбран в 

соответствии с видом экспериментальных 
ЛАЧХ. Коэффициенты рассчитаны в соответ-
ствии с методом наименьших квадратов, 
обеспечивая минимум расхождения экспери-
ментальных и расчетной ЛАЧХ. В таблице 2 
приведены значения коэффициентов для ка-
ждого эксперимента из таблицы 1. 
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Продолжение таблицы 2 
N k T1 T2 e2 T3 e3 
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Для каждого коэффициента в соответст-

вии с методикой ДФЭ получены линейные 
зависимости от факторов t, S и n: 

 
  k = 0,079778 - 0,01121 t – 0.0001 S -

0,00034 n; 
 T1 = 0,958583 - 0,21132 t - 0,00261S + 

0,000563 n; 
       T2 = -0,86117 + 0,343805 t - 

0,00239 S + 0,012357 n;        (8) 
 e2 = -2,0685 + 0,151105 t + 0,010868 S 

+ 0,013711 n;  
 T3 = -0,3794 + 0,293205 t - 0,00237 S + 

0,006768 n; 
 e3 = 0,162067 - 0,31548 t + 0,001821 S 

+ 0,005915 n. 
 
Полученные зависимости позволяют 

прогнозировать волнистость обработанной 
детали в зависимости от волнистости заго-
товки. Амплитудно-частотная характеристика 
определяется формулой 
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 Фазо-частотная характеристика рас-

считывается по следующим выражениям: 
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 На рис. 6 приведена АЧХ фрезерной 
операции для t = 2 мм, S = 160 мм/мин, n = 80 
об/мин. В соответствии с этой кривой до час-
тоты  = 2,1 1/мм амплидуда волнистости 
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детали возрастает. Этой частоте соответст-
вует шаг волны заготовки SW = 1/(2) = 
0,076 мм. При дальнейшем увеличении час-
тоты и, соответственно, уменьшении шага 
амплитуда волнистости детали несколько 
снижается (минимум при SW = 0,044 мм). За-
тем амплитуда несколько увеличивается. 

 

 
Рисунок 6 - Пример ампитудно-

частотной характеристики фрезерной 
операции 

 
При полигармонической волнистости 

сложение амплитуд необходимо производить 
с учетом фазочастотной характеристики (10). 
Если фазовые параметров волнистости заго-
товки неизвестны, сложение амплитуд при-
ближенно можно производить по правилу 
квадратного корня. Например, при наличии на 
заготовке волнистости с параметрами WZ1 = 
0,7 мм, SW1 = 0,1 мм и WZ1 = 0,9 мм, SW1 = 
0,5 мм на детали образуются волны с ампли-
тудой WZ1 = 0,5*0,049 = 0,034 мм при SW1 = 
0,1 мм и WZ1 = 0,9*0,0064 = 0,0058 мм при 
SW1 = 0,5 мм. Суммарная волнистость 

мм. 035,00057,0034,0 22 ZддеW
 

Это свидетельствует о большем влиянии 
на волнистость детали высокочастотных со-
ставляющих волнистости заготовки, что пол-
ностью соответствует АЧХ рис. 6. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Разработанная методика позволяет 

производить идентификацию операции меха-
нической обработки с получением переда-
точной функции операции. 

2. Полученные зависимости коэффици-
ентов передаточной функции от параметров 
режима резания дают возможность прогнози-

ровать волнистость обработанной поверхно-
сти детали при цилиндрическом фрезерова-
нии. 

3. Графическое представление частот-
ных характеристик позволяет формировать 
требования к заготовке для предотвращения 
брака по параметрам волнистости при изго-
товлении деталей. 
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