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В статье описывается подход к использованию алгоритма имитации отжига к реше-

нию задач безусловной многомерной непрерывной оптимизации.  
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Пусть задана целевая функция 

:f S R , где S  — континуальное множе-

ство и nS R .  Требуется найти *x S , та-

кое что * )( ) ( , nf xf x Rx    (в данной ста-
тье мы ограничимся рассмотрением задачи 
минимизации). Чтобы гарантировать сущест-
вование *x , будем также предполагать мно-
жество S  компактным [1]. 

Впервые описанный в [2], алгоритм ими-
тации отжига представляет собой метаэври-
стический алгоритм нахождения глобального 
минимума целевой функции. В общем виде 
алгоритм может быть описан следующим об-
разом: 

Шаг 0. Выбирается стартовая точка 

0x S и параметр 0t . 

Шаг 1. Выбирается вектор 1ky S   в со-

ответствии с заданным правилом ( )·, kD x . 
Шаг 2. Выбирается случайная точка 
[0,1]kp   согласно закону равномерного 

распределения. Следующее приближение 
выбирается по правилу: 
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Шаг 3. Пересчитывается параметр 

1 0( )kt U t k  . 
Шаг 4. Проверяется условие остановки. 

Если оно не выполняется, устанавливается 
1k k   и происходит возврат к шагу 1. 

Основной особенностью алгоритма яв-
ляется его способность на каждом шаге при-
нимать решения, увеличивающие значение 

целевой функции, что позволяет ему «выби-
раться» из локальных минимумов, в отличие, 
например, от алгоритма градиентного спус-
ка [3]. Другая важная особенность алгорит-
ма — отсутствие требований к дифференци-
руемости целевой функции f . 

Заметим, что в большей части работ, 
посвящённых алгоритму имитации отжига, 
рассматривается применение алгоритма к 
решению задач дискретной оптимизации. Не-
смотря на это, существует обоснованный ин-
терес к возможности применения алгоритма в 
задачах непрерывной оптимизации [4,5]. В 
следующих разделах рассмотрен один из ва-
риантов построения такого алгоритма, а так-
же приводятся экспериментальные данные 
поиска глобального минимума некоторых 
многомерных непрерывных функций с помо-
щью предложенного алгоритма. 

 
ВЫБОР ФУНКЦИИ ПРИНЯТИЯ НОВОГО 

ПРИБЛИЖЕНИЯ 
 
Как и для дискретного случая, в качестве 

функции, осуществляющей принятие реше-
ние о том, принимать ли новое значение в 
качестве решения, может быть выбрана 
функция Метрополиса [2]: 

 
(( , , ) min 1 ) ( ),exp f yA x y t

t
f x       



 
Функция Метрополиса всегда принимает 

положительное решение о принятии очеред-
ного 1ky   в качестве нового приближения в  

случае, если оно уменьшает значение f , т.е. 

1( ) ( )k kff y x  . В то же время с определён-
ной вероятностью может быть принято реше-
ние, увеличивающее значение целевой 
функции. Это свойство позволяет алгоритму 
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не «застрять» в локальном минимуме. Веро-
ятность принятия положительного решения в 
случае увеличения значения целевой функ-
ции зависит от параметра t , представляюще-
го «температуру» системы. Легко заметить, 
что в случае когда { } 0kt  , ( , , ) 0A x y t   

при k . Таким образом вероятность 
принятия нового приближения, увеличиваю-
щего значение f  уменьшается с течением 
времени. 

Другим возможным вариантом функции 
принятия нового приближения может являть-
ся, т.н. критерий Баркера [4]: 

 
1

( , , ) ( ) ( )1 exp f y f xA x y t
t


        

 . 

 
Важным отличием критерия Баркера от 

функции Метрополиса является то, что пер-
вый может не принимать решения, умень-
шающие значение целевой функции, особен-
но те, что незначительно улучшают его. Од-
нако с уменьшением параметра t  вероят-
ность принятия лучших решений увеличива-
ется. 

Предлагаемый в работе вариант алго-
ритма использует функцию Метрополиса в 
качестве функции принятия новых приближе-
ний. 

 
ПОИСК СЛЕДУЮЩЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
 
В случае дискретной оптимизации, сле-

дующее приближение, как правило, получа-
ется  путём различных перестановок элемен-
тов вектора текущего решения [6]. 

Для нахождения нового приближения в 
задачах непрерывной оптимизации можно 
воспользоваться подходом аналогичным 
применяемому в методах градиентного спус-
ка. Зададимся некоторым вектором nv , кото-
рый может быть выбран относительно произ-
вольно, тогда новое решение может быть оп-
ределено по формуле [3]: 

 
 1k n nxy v   . 
 
При этом k  — случайно сгенерирован-

ный вектор, такой что 1  . Очевидно, что, 

если целевая функция f непрерывна на S , 

обязательно найдётся такой  , что 

1) (( )n nf y f x   при *
1ny x  . 

Вектор nv  может выбираться различны-
ми способами. В предлагаемом в статье ва-
рианте алгоритма предполагается, что вектор 

nv  фиксированный и не зависит от номера 
итерации. 

Заметим, что выбор фиксированного nv  
позволяет однозначно определить функцию 

( )mN x  «соседних» решений для mx S , ко-
торые могут быть достигнуты за одну итера-
цию. Таким образом, можно оценить мини-
мальное число итераций, необходимое алго-
ритму для достижения *x . Пусть 0x  — вы-
бранное начальное приближение. Тогда ми-
нимальное число итераций, необходимое для 
нахождения *x  можно выразить как 

 
*

0( , ) /min kQ d x x v , 
 
где d  — Евклидово расстояние. 
Оценим также вероятность принятия 

решений, увеличивающих значение f , на 
каждом шаге алгоритма, предполагая 

nv const . Поскольку 1  , то в худшем 

случае 1( ) ( )k k nf y f x v   . Тогда для k -го 
шага алгоритма вероятность выбора худшего 
решения можно записать как 

 
exp( / )k k kP v t  . 

 
 
СХЕМА ОХЛАЖДЕНИЯ 
 

Параметр kt , также называемый темпе-
ратурой, зависит от номера итерации. Функ-
ция 0 ,( )U t k , зависящая от начальной тем-

пературы 0t  и номера итерации k , служит 
для пересчёта значения температуры на каж-
дом шаге алгоритма. 

Существует несколько подходов к зада-
нию функции U . В самом простом варианте 
функция охлаждения зависит только от номе-
ра итерации и начального значения темпера-
туры. В некоторых источниках [4] предлагает-
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ся определять температуру в каждой точке 
индивидуально, т.е. 1 0( ), ,k kt U t k x  .    

В соответствии с определением функции 
( , , )A x y t , функция определения температу-

ры должна быть монотонно убывающей. Ис-
торически [2], первой схемой охлаждения бы-
ла, т.н. схема Больцмана: 

 

1 0 / ln(1 )k tt k   . 
 
Основной недостаток схемы Больцма-

на — медленное убывание температуры, что 
может приводить к медленной сходимости 
алгоритма. 

Альтернативной схемой охлаждения яв-
ляется схема Коши:  

 

1 0 / (1 )kt t k   . 
 
На рисунке 1 приводится график изме-

нения температуры от 0 100t   за первые 
200 итераций. 

 

 
 

Рисунок 1 – Изменение температуры от  
100 градусов при использовании  схем  Больцмана 

и Коши 
 

В работе исследовались оба варианта 
схем охлаждения. 

    
ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
 
Предложенный в статье вариант алго-

ритма имитации отжига для задач безуслов-
ной непрерывной оптимизации был реализо-
ван на языке Wolfram Mathematica. Его свой-
ства были протестированы на различных 
унимодальных и мультимодальных функциях. 

 
 
 

Таблица 1 –Тестовые функции 
 

Функция S  
Унимодальные функции 

2
1 1

n

i
F x


  [ 100,100]n

 
2 2 2

2 100() )(1 y xF x    2[ 30,30]  

 1

2

3 1

n i

i j jF x
 

   [ 100,100]n
 

 2
4 1

0.5n

i iF x


  [ 100,100]n
 

Мультимодальные функции 

15 sin( )i
n

i ixF x

  [ 500,500]

 

 1
2

6 1 cos 10 2 0n

i i ixF x 

   

 

[ 5,12, 5,12]
 

 
Алгоритм тестировался с использовани-

ем схем охлаждения Коши и Больцмана. На-
чальное значение температуры в случае ох-
лаждения Коши было выбрано равным 300, 
для охлаждения Больцмана 10. Максималь-
ное количество итераций было установлено 
на 2000. Вектор nv  выбран единичным.  

В таблице 2 приведены результаты экс-
перимента. Для сравнения указаны результа-
ты работы другого метаэвристического алго-
ритма — метода роя частиц (МРЧ). Выбор 
МРЧ в качестве алгоритма для сравнения 
обусловлен двумя причинами: во-первых, 
МРЧ изначально подходит для задач непре-
рывной оптимизации; во-вторых, метод хо-
рошо изучен, и существует большое количе-
ство работ, посвещённых выбору параметров 
МРЧ.  

 
Таблица 2 – Численные результаты, 30n   

 
Тес-

товая 
функ-
ция 

МРЧ ИО (К) ИО (Б) 

1 2 3 4 

1F  31,8 10  1,052  17,3 10
 

2F  5,6 10  0,059  0,124  

3F  32, 2 10  61,97 10
 

74,8 10
 

4F  36,6 10  18,5 10  18,1 10
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Продолжение таблицы 2 
 

1 2 3 4 

5F  39,8 10 
 

36, 4 10 
 

36,1 10 
 

6F  56,6  22, 2 10  24,1 10
 

 
Из таблицы 2 видно, что предложенная 

версия алгоритма имитации отжига показы-
вает схожие результаты с МРЧ. Также для 
некоторых тестовых функций алгоритм ими-
тации отжига показывает большую скорость 
сходимости к глобальному минимуму. Пока-
зательно, что одной из таких функций явля-
ется тестовая функция Розенброка ( 2F ). 

Также видно, что для данных тестовых 
функций, выбор схемы Коши или Больцмана 
не оказывает значительного влияния: для 
некоторых функций ( 2F , 6F ) использование 
схемы Коши обеспечивает лучший результат, 
для других ( 1F , 3F , 4F , 5F ) схема Больцма-
на улучшает решение. 

На рисунке 2 приведены графики значе-
ний тестовых функций на каждом шаге алго-
ритма. Пунктирной линей изображены значе-
ния, полученные при использовании схемы 
Коши, сплошной — Больцмана.     
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

Рисунок 2 – Значения тестовых функций  
на каждом шаге алгоритма 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В статье описан вариант алгоритма ими-

тации отжига, который может быть использо-
ван в задачах безусловной непрерывной оп-
тимизации. Рассмотрены вопросы выбора 
следующего приближения, схемы охлажде-
ния и принятия нового приближения. 

В ходе численного эксперимента иссле-
довано поведение алгоритма при поиске гло-
бальных минимумов унимодальных и муль-
тимодальных функций. Произведено сравне-
ние полученных результатов с результатами 
метода роя частиц для тех же тестовых 
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функций, а также сравнение результатов при 
использовании различных схем охлаждения. 

Дальнейшими направлениями исследо-
вания могут быть: 

- использование алгоритма для случая, 
когда на целевую функцию :f S R  накла-

дывается ряд ограничений ( ) 0ig x  ; 
- обобщение алгоритма на случай мно-

гокритериальной оптимизации, т.е. 
: m nf R R . 

Некоторые сведения о таких модифика-
циях алгоритма могут быть найдены в рабо-
тах [7,8]. 
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