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Рассматривается метод определения гармоник на основе широтно-импульсной моду-
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Анализ формы электрических сигналов, 

т.е. зависимости напряжения или тока от 
времени, широко используется для получе-
ния информации о качестве различных уст-
ройств. Однако зависимость от времени в 
ряде случаев не обладает достаточно высо-
кой чувствительностью к изменениям сигна-
ла. Значительно более чувствительной к из-
менения сигнала является форма его спектр. 
Представление сигнала в частотной области 
как суммы гармонических составляющих с 
различными частотами, амплитудами и на-
чальными фазами, необходимо также при 
решении проблемы электромагнитной со-
вместимости, т. е. обеспечения работы мно-
гих радиоэлектронных средств в ограничен-
ном диапазоне частот. Использование преоб-
разователей неэлектрических величин в 
электрические позволяет распространить 
спектральный анализ на области механики, 
акустики, медицины и других наук. 

Широкое применение для анализа спек-
тра сигналов получил алгоритм быстрого 
преобразования Фурье [1]. При использова-
нии метода цифрового преобразования Фу-
рье для определения гармонических состав-
ляющих, вычисляется произведение кода 
функции на значение кода синусоидаль-
ной/косинусоидальной составляющей для 
каждой гармоники. Это требует применения 
большой вычислительной мощности и боль-
шого объема памяти в связи с необходимо-
стью хранения как кода программы самого 
алгоритма умножения, так и промежуточных 

результатов, которые получаются в ходе та-
ких вычислений. В методе анализа спектра 
сигналов, использующего широтно-
импульсную модуляцию (ШИМ) [2], фактиче-
ски исключаются операции умножения кода 
на код с запоминанием результата умноже-
ния, вместо этого производится аналоговое 
умножение входного сигнала на широтно-
импульсный сигнал (ШИС) соответствующей 
гармоники, с последующим преобразованием 
результата умножения в код с помощью ин-
тегрирующего преобразователя. Таким обра-
зом, в представленном устройстве за счет 
упрощения алгоритма вычисления гармоник, 
сокращаются требуемые вычислительная 
мощность и объѐм памяти. 

 
АНАЛИЗ СПЕКТРА НА ОСНОВЕ ШИМ 

 
Идея метода анализа спектра на основе 

ШИМ состоит в следующем: формируется 
последовательность широтно-импульсного 
сигнала Psin, являющаяся преобразованием 

от sin 𝑘𝜔𝑡 (𝜔 = 2𝜋/𝑇, где Т – период первой 
гармоники, k – целое число соответствующее 
номеру определяемой гармоники). Аналогич-
ным образом формируется последователь-
ность широтно-импульсного сигнала Pcos ко-

синусоидального сигнала cos 𝑘𝜔𝑡. Отметим, 
что Psin и Pcos формируются для каждой ис-
следуемой гармоники. Период ШИС равен: 

𝑇ш,𝑘 =
𝑇

𝑘𝑛𝑘
                                  (1) 

Где nk – целое чѐтное число равное чис-
лу импульсов ШИС на периоде k-ой гармони-
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ки, k – номер гармоники. Определим центры i-
ых периодов ШИС (Tш,k): 

𝑡𝑖,𝑘 = 𝑇ш,𝑘  𝑖 −
1

2
 =

𝑇

𝑘𝑛𝑘
 𝑖 −

1

2
           (2) 

Где i=0, 1 … nk. На рисунке 1 проиллюст-
рирован принцип формирования Tш и опре-
деления ti для синусоидального сигнала. 

 

 
Рисунок 1 – Принцип формирования Tш  
и определения ti для синусоидального  

сигнала 

 
Рассмотрим определение первой гармо-

ники, т.е. k=1. На каждом периоде Tш=T/n фор-
мируется прямоугольный импульс, длитель-
ность τi,sin которого пропорциональна значению 
синусоидальной функции в момент ti, то есть: 

𝜏𝑖 ,𝑠𝑖𝑛 = 𝑇ш sin 𝜔𝑡𝑖 = 𝑇ш sin  𝜔𝑇ш  𝑖 −
1

2
        (3) 

Аналогичное выражение можно получить 
для косинусоидальной функции: 

𝜏𝑖 ,𝑐𝑜𝑠 = 𝑇ш cos 𝜔𝑡𝑖 = 𝑇ш cos  𝜔𝑇ш  𝑖 −
1

2
         4  

Кроме того, импульсы ШИС расположе-
ны симметрично относительно ti. Полученный 
ШИС является 3-уровневым, имеющий наи-
меньший спектр [3]. На рисунке 2 показан 
ШИС для синусоидального сигнала. 

 
Рисунок 2 – Сформированный ШИС  

синусоидального сигнала 

Последовательность ШИС для синусои-
дального сигнала Psin(t) имеет вид: 

 

𝑃𝑠𝑖𝑛  𝑡 =

 
 
 
 
 

 
 
 
 1, при  𝑡𝑖+1 −

𝜏𝑖+1,𝑠𝑖𝑛

2
≤ 𝑡 < 𝑡𝑖+1 +

𝜏𝑖+1,𝑠𝑖𝑛

2
 

и 𝑖 = 0,1…
𝑛

2

1, при  𝑡𝑖+1 −
𝜏𝑖+1,𝑠𝑖𝑛

2
≤ 𝑡 < 𝑡𝑖+1 +

𝜏𝑖+1,𝑠𝑖𝑛

2
 

и 𝑖 =
𝑛

2
…𝑛 − 1

0, при остальных значениях 𝑡

       5  

 
Последовательность для косинусоидаль-

ного сигнала Pcos(t) имеет аналогичный вид: 
 

𝑃𝑐𝑜𝑠  𝑡 =

 
 
 
 
 

 
 
 
 1, при  𝑡𝑖+1 −

𝜏𝑖+1,𝑐𝑜𝑠

2
≤ 𝑡 < 𝑡𝑖+1 +

𝜏𝑖+1,𝑐𝑜𝑠

2
 

и 𝑖 = 0,1…
𝑛

2

1, при  𝑡𝑖+1 −
𝜏𝑖+1,𝑐𝑜𝑠

2
≤ 𝑡 < 𝑡𝑖+1 +

𝜏𝑖+1,𝑐𝑜𝑠

2
 

 и 𝑖 =
𝑛

2
…𝑛 − 1

0, при остальных значениях 𝑡

      (6) 

 
Далее производится умножение после-

довательностей Psin(t) и Pcos(t) на сигнал U(t), 
подлежащий разложению на гармоники. На 
рисунке 3 показан результат умножения Psin(t) 
на синусоидальный сигнал. 

 
Рисунок 3 – Произведение ШИС для синусной 
составляющий гармоники и синусоидального 

сигнала 
 

Результат умножения ШИС последова-
тельностей Psin(t) и U(t)интегрируется за пе-
риод T. Таким образом получается синусои-
дальная составляющая гармоники. 

𝑉𝑠𝑖𝑛 =
1

𝑇
 𝑈(𝑡)𝑃𝑠𝑖𝑛 (𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

                 (7) 

Косинусоидальная составляющая гар-
моники определяется аналогично: 

𝑉𝑐𝑜𝑠 =
1

𝑇
 𝑈 𝑡 𝑃𝑐𝑜𝑠  𝑡 𝑑𝑡             (8)

𝑇

0

 

На последнем шаге, вычисляется значе-
ние модуля гармоники: 

𝑉 =  𝑉𝑠𝑖𝑛
2 + 𝑉𝑐𝑜𝑠

2                          (9) 
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Если необходимо определитьk-ю гармо-
нику, то соответственно Tш=T/(knk). 

Фаза гармоники определяется по фор-
муле: 

𝜑 = tan−1  
𝑉𝑠𝑖𝑛
𝑉𝑐𝑜𝑠

                      (10) 

 
ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ СХЕМА АНАЛИЗАТОРА 

НА ОСНОВЕ ШИМ 
 

На рисунке 4 представлена функцио-
нальная схема анализатора. Здесь: ИУ – ин-
вертирующее устройство, К – ключ, ИП – ин-
тегрирующий преобразователь, МК – микро-
контроллер, имеющий ИПД – интерфейс пе-
редачи данных. Входной сигнал U(t) подается 
на ключ К и инвертирующее устройство ИУ, 
которое соединено с ключом К. Микрокон-
троллер МК формирует широтно-импульсные 
сигналы Psin(t)и Pcos(t) (рисунок 2), соответст-
вующие определяемой гармоники и подаѐт их 
на вход управления ключа. Когда на вход 
управления ключа К подаѐтся часть ШИС 
описывающая положительный полупериод 
гармоники, через ключ проходит входной сиг-
нал U(t). Когда же на вход управления ключа 
К подаѐтся часть ШИС, описывающая отри-
цательный полупериод гармоники, через 
ключ проходит сигнал инверсный входному -
U(t). В момент времени, когда ШИС равен 
нулю, на выходе ключа напряжение равно 
нолю (см. рисунок 3). Данная операция с 
входным сигналом равносильна его умноже-
нию на ШИС. Таким образом, на выходе клю-
ча получаем произведение входного иссле-
дуемого сигнала и ШИС. 

 

 
Рисунок 4 – Структурная схема анализатора 

спектра на основе ШИМ. 
 

Выход ключа подается на интегрирую-
щий преобразователь ИП, где произведения 
сигнала и ШИС преобразуется в интервал 
времени, число импульсов и т.д., пропорцио-
нальные синусной либо косинусной состав-
ляющей исследуемой гармоники, в зависимо-
сти от вида ШИС. 

Данные с выхода ИП поступают на мик-
роконтроллер, где они обрабатываются и да-
лее либо идут на индикатор, либо передают-

ся по какому-либо интерфейсу для после-
дующего использования. 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ 

 
Этот способ определения гармонических 

составляющих сигнала является новым, сле-
довательно, не известно как влияют различ-
ные факторы на погрешность определения 
гармоник. Было произведено моделирование 
анализатора гармоник, в ходе которого ис-
следованы параметры ШИС влияющие на 
погрешность определения гармоник: 

 число отсчѐтов на периоде ШИС 
(погрешность дискретности формирования 
ШИС); 

 число периодов ШИС на периоде гар-
моники; 

 влияние изменения частоты гармоники. 
Относительная погрешность δ рассчиты-

валась: 

𝛿 =
𝑉реал − 𝑉оп

𝑉реал
100%                (8) 

Где Vреал – реальное значение гармони-
ки, Vоп – полученное значение гармоники. 

Моделирование проводилось в среде 
MatLAB с использованием одноимѐнного язы-
ка программирования. Написанная програм-
ма полностью соответствовала алгоритму 
определения гармоник и формированию ШИС 
сигнала, описанным выше. 

Влияние конечного числа отсчѐтов на 
периоде ШИС. Речь идѐт о числе отсчѐтов 
взятых на периоде широтно-импульсного 
сигналаТш. Эта погрешность связанна с 
дискретностью формирования временных 
интерваловτi. Ширина импульса ШИС это 
вещественное число. Значит длительность 
импульсов будет аппроксемирована до 
ближайших отсчѐтов. Данная сетуация 
проиллюстрированна на рисунке 5, где d1…dn 

отсчѐты, τид – ширина идеального импульса, 
которая расчитывается по (3) и (4), τап – 
ширина аппроксемированного импульса. 
Стоит отметить, что здесь приведѐн пример в 
котором число отсчѐтов в имульсе является 
чѐтным, а значит импульс рассположен 
симметрично относительно центральной 
точки ti.  

 
Рисунок 5 – Аппроксимация импульса ШИС 

при чѐтном количестве отсчѐтов 
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Рисунок 6 – Аппроксимация импульса ШИС 

при нечѐтном количестве отсчѐтов 
 

Возможна ситуация, когда чило отсчѐтов 
в импульсе будет нечѐтным, и как следствие 
импульс будет рассположен не семметрично 
относительно центральной точки ti (рисунок 6). 
В результате в спекте ШИС будут 
присудствовать высшие гармоники, которые 
влияют на погрешнось. 

Для того, что бы изучить, как ведѐт себя 
погрешность определения гармоник в зави-
симости от числа отсчѐтов на периоде ШИС, 
в качестве входного сигнала при моделиро-
вании был использован синусоидальный сиг-
нал. Изменяя количество точек на периоде 
ШИС производилось вычисления гармоники. 
Моделирование делалось при различном 
числе импульсов ШИС на периоде гармоники.  

 

 
 

Рисунок 7 – Погрешности определения  
гармоники в зависимости от числа отсчѐтов 
при 4, 8, 12, 16 периодах ШИС на периоде 

исследуемой гармоники 

 
 

Рисунок 8 – Погрешности определения  
гармоники в зависимости от числа отсчѐтов 
при 32, 64, 128 периодах ШИC на периоде 

исследуемой гармоники 
 

Проанализировав рисунке 8 можно сде-
лать вывод, что уже при 500 и более дискрет 
на периоде ШИС, колебания графиков стано-
вится меньше 0.1 %. 

На рисунке 7 видно, что при использова-
нии большого числа дискрет на периоде ШИС, 
колебания графиков начинает уменьшаться и 
стремиться к значению, равному погрешности 
зависящей от количества импульсов ШИС на 
периоде исследуемой гармоники. 

Отметим, что при увеличение числа дис-
крет на периоде ШИС, растут требования к час-
тоте дискретизации. Например, чтобы опреде-
лить гармонику сигнала частотой 2 кГц, исполь-
зуя 500 точек на периоде ШИМ и 16 импульсов 
ШИМ на периоде сигнала, потребуется частота 
дискретизации Fd= 2000 * 500 * 16 = 16 МГц. Из 
проделанного моделирования ясно, что уже 
при использовании 16 импульсов и 100 дискрет 
на периоде ШИС, погрешность дискретизации 
меньше 1 %, а для 500 дискрет меньше 0.4 %. 

 

 
Рисунок 9 – Зависимость погрешности  
определения гармоники от количества  

периодов ШИС на периоде исследуемого  
сигнала 
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Рисунок 10 – Зависимость погрешности  
определения гармоники от количества  

периодов ШИС на периоде исследуемого  
сигнала. 

 
Влияние числа периодов ШИС на перио-

де гармоники. При моделирование на вход 
подавался синусоидальный сигнал. Изменяя 
количество ШИС импульсов на периоде гар-
моники, производилось еѐ определение. С 
целью уменьшения влияния погрешности 
дискретности на результаты исследования, 
ШИС формировался используя 10000 отсчѐ-
тов на его периоде.  

На рисунках 9 и 10 видно, что в диапазо-
не от 2 до 6 импульсов ШИС на периоде сиг-
нала, погрешность резко уменьшается до 
0,5 %. При дальнейшем увеличении количе-
ства импульсов ШИС погрешность начинает 
уменьшаться плавно и при 90 импульсах 
ШИС имеет значение меньше 0,01 %.  

Влияние изменения частоты гармони-
ки. Рассмотрим влияние на погрешность оп-
ределения гармоники колебание еѐ частоты. 
При моделирование в качестве входного сиг-
нала выступал сигнал 𝑓 𝑡 = 𝐴 sin 2𝜋𝑓𝑡 , где 

частота 𝑓 = 𝑓0 + ∆𝑓, 𝑓0 – номинальная часто-
та, а ∆𝑓 – изменение частоты. Частота изме-
нялась в диапазоне ±1 % от номинальной 
частоты с шагом 0.05 %. Моделирование 
проводилось при 16, 32 и 64 импульсов ШИС 
на периоде сигнала. ШИС формировался для 
10000 дискрет на его периоде. 

Обобщив полученные результаты (рису-
нок 11) можно прийти к выводу, что погреш-
ность возникающая в результате колебаний 
частоты гармоники имеет линейный характер 
и практически не зависит от числа ШИС им-
пульсов на периоде гармоники. 

 
Рисунок – 11. График погрешностей,  

вносимых изменением частоты первой  
гармоники при 16, 32 и 64 импульсах ШИС на 

периоде сигнала. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

На основе математической модели, опи-
сывающей метод определения гармониче-
ских составляющих сигнала использующий 
широтно-импульсную модуляцию, исследо-
ваны различные факторы влияющие на по-
грешность определения гармоник, а именно: 
число отсчѐтов на периоде ШИС (погреш-
ность дискретности формирования ШИС) при 
4, 8, 12, 16, 32, 64, 128 импульсах ШИС на 
периоде гармонике, число периодов широтно-
импульсного сигнала на периоде гармоники, 
влияние изменения частоты гармоники. Ис-
следование показало, что при использование 
500 дискретна периоде ШИС и 64 импульса 
ШИС на периоде гармоники, погрешность 
дискретности равна 0,05 %. Погрешность в 
зависимости от количества импульсов ШИС 
за период гармоники уже при 16 импульсах 
ШИС имеет значение 0,42 %, и при дальней-
шем увеличении количества импульсов ШИС 
плавно уменьшается. При 90 ШИС импульсах 
погрешность составляет 0,01 %. Так же на 
погрешность влияет изменение частоты гар-
моники. Эта зависимость имеет линейный 
характер и практически не зависит от количе-
ства импульсов ШИС на периоде сигнала. 

Область применения анализатора гар-
моник на основе ШИМ – низкая частота. Он 
может быть использован, например, в облас-
ти определения качества электроэнергии. 
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